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ÎÁÎÐÓÄÎÂÀÍÈß 

Ïîð³âíÿííÿ ðåçóëüòàò³â ç àíàëîã³÷íèìè ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè çà 
äîïîìîãîþ ìåòîäà ïîêîìïîíåíòíîãî ðîçùåïëåííÿ ï³äâèùåíî¿ òî÷íîñò³ ³ 
ê³íöåâî-ð³çíèöåâîãî ìåòîäó, ïîêàçàëî äîáðå ñï³â ïàäàííÿ  ðåçóëüòàò³â â îêîë³ 
ñåðåäèíè âàëêà, à ïî ì³ð³ íàáëèæåííÿ äî êðàþ, äå ñòàí º íåîäíîì³ðíèì çà 
îñüîâîþ ³ ðàä³àëüíîþ êîîðäèíàòàõ, ðåçóëüòàòè ìîæóòü ñóòòºâî 
â³äð³çíÿòèñÿ. Â îêîë³ êðàþ âàëêà, äå ñòàí º íåîäíîì³ðíèì çà îñüîâîþ ³ 
ðàä³àëüíîþ êîîðäèíàòàõ, äëÿ ðîçðàõóíê³â òåìïåðàòóðíîãî íàïðóæåíî-
çäåôîðìîâàíîãî ñòàíó äîö³ëüíî çàñòîñîâóâàòè ìåòîä ïîêîìïîíåíòíîãî 
ðîçùåïëåííÿ ï³äâèùåíî¿ òî÷íîñò³, îñê³ëüêè â³í äàº á³ëüø òî÷í³ ðåçóëüòàòè ó 
âóçëàõ ïðîñòîðîâî¿ ñ³òêè, í³æ ê³íöåâî-ð³çíèöåâèé ìåòîä. 

Ââåäåíèå. Äîëãîâå÷íîñòü âàëêîâ ñòàíîâ ãîðÿ÷åé ïðîêàòêè çàâèñèò îò 
âåëè÷èíû è õàðàêòåðà èõ íàãðóæåíèÿ. Îäíàêî, íàðÿäó ñ óêàçàííûìè 
ôàêòîðàìè, çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà äîëãîâå÷íîñòü îêàçûâàþò 
òåìïåðàòóðíûå óñëîâèÿ ðàáîòû âàëêîâ. 

Ñòåïåíü íàãðåâà âàëêîâ â ïðîöåññå ïðîêàòêè çàâèñèò îò âåëè÷èíû 
îáæàòèÿ, ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîêàòûâàåìîãî ìåòàëëà, òðåíèÿ â î÷àãå 
äåôîðìàöèè, ñêîðîñòè è âðåìåíè ïðîöåññà ïðîêàòêè, ïîäà÷è îõëàæäàþùåé 
ýìóëüñèè, êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè, êîíâåíöèè, èçëó÷åíèÿ è ò.ä. 
Íàãðåâ âàëêîâ îïðåäåëÿåò èõ ïðîôèëü è, ñëåäîâàòåëüíî, âëèÿåò íà óñëîâèÿ 
äåôîðìàöèè ìåòàëëà, êàê ïî äëèíå, òàê è ïî øèðèíå ïîëîñû. 

Â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì íåïðåðûâíûõ ñòàíîâ è òåíäåíöèåé ðîñòà 
ñêîðîñòåé ïðîêàòêè òåïëîâîé áàëàíñ è òåìïåðàòóðíûé ðåæèì ðàáîòû 
âàëêîâ ïðèîáðåòàåò áîëüøîå çíà÷åíèå. 

Îñîáåííîñòüþ ðàáîòû âàëêîâ ñòàíîâ ãîðÿ÷åé ïðîêàòêè ÿâëÿåòñÿ 
ïåðèîäè÷íîñòü èõ íàãðåâà îò ïðîêàòûâàåìîãî ìåòàëëà è îõëàæäåíèå âîäîé. 
Â ïðîöåññå íàãðåâà è îõëàæäåíèÿ â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå âàëêîâ âîçíèêàåò 
ïåðåìåííîå òåìïåðàòóðíîå ïîëå, ïîä äåéñòâèåì êîòîðîãî ïîÿâëÿþòñÿ 
çíà÷èòåëüíûå öèêëè÷åñêèå òåìïåðàòóðíûå íàïðÿæåíèÿ. Âåëè÷èíà ýòèõ 
íàïðÿæåíèé, â çàâèñèìîñòè îò ðåæèìîâ ðàáîòû ïðîêàòíîãî ñòàíà, ìîæåò â 
çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïðåâûøàòü ïðåäåë òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà è ÿâëÿòüñÿ 
îñíîâíîé ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ ñåòêè ðàçãàðà è ïîñëåäóþùåé 
òåðìè÷åñêîé óñòàëîñòè [1]. 

Ïðè ãîðÿ÷åé ïðîêàòêå íàèáîëüøåå íàïðÿæåíèå íà ïîâåðõíîñòü âàëêà â 
çîíå êîíòàêòà ñ ïðîêàòûâàåìûì ìåòàëëîì. Îäíàêî â ýòîé çîíå ìàòåðèàë 
íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ, à â òàêèõ ñëó÷àÿõ 
äîïóñêàåìûå íàïðÿæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè â 4 ðàçà ìîãóò ïðåâûøàòü ïðåäåë 
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òåêó÷åñòè. Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòêà áîëåå òî÷íûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà 
òåðìîíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ òàêèõ äåòàëåé ìåòàëëóðãè÷åñêèõ 
êîíñòðóêöèé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé. 

Â ðàáîòàõ [3-4] ðåøåí ðÿä íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè 
äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, ãäå ïðèìåíÿëèñü ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ 
òåîðèè òåðìîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè, ïîçâîëÿþùèå îïèñûâàòü ïðîñòûå è 
áëèçêèå ê ïðîñòûì ïðîöåññû äåôîðìèðîâàíèÿ è ïðîöåññû äåôîðìèðîâàíèÿ 
ïî òðàåêòîðèÿì ìàëîé êðèâèçíû [7]. Ñâÿçàííûå íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è 
ðåøåíû â ðàáîòàõ [5, 6, 9].  

Îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ïðèåìîâ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè 
ïðîñòðàíñòâåííûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåîðèè òåðìîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè 
ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ 
íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí, ìåòîäà äðîáíûõ øàãîâ èëè ìåòîäà ïîêîìïîíåíòíîãî 
ðàñùåïëåíèÿ [3, 4, 8] â ñî÷åòàíèè ñ ïðåäñòàâëåíèåì èñêîìûõ âåëè÷èí â 
âèäå ñïëàéí-ôóíêöèé [3-6, 8, 9]. Ïðåèìóùåñòâî äàííîãî ïîäõîäà 
îáóñëîâëåíî òðåìÿ ôàêòîðàìè. Îí íå ñëîæíåå â ðåàëèçàöèè, ÷åì êîíå÷íî-
ðàçíîñòíûé ìåòîä [3-4]. Ðåøåíèå íàõîäèòñÿ â âèäå ñïëàéíà âî âñåé îáëàñòè 
îïðåäåëåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê ðàçíîñòíîå ðåøåíèå èùåòñÿ òîëüêî íà ñåòêå. 
Äàåò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, ÷òî ïîçâîëÿåò âûáèðàòü áîëåå 
êðóïíóþ ñåòêó ïî êîîðäèíàòàì ïî ñðàâíåíèþ ñ  êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì 
ìåòîäîì ïðè óñëîâèè äîñòèæåíèÿ îäèíàêîâîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé [2, 4].  

Ïîñòàíîâêà íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåîðèè òåðìîóïðóãîïëàñòè-÷íîñòè. 
Îñíîâíîé çàäà÷åé íåñòàöèîíàðíîé òåîðèè òåðìîóïðóãî-ïëàñòè÷íîñòè 
ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé (ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé) è êîìïîíåíò 
òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, âîçíèêàþùèõ â ïðîñòðàíñòâåííîì 
òåëå â ïðîöåññå åãî íàãðóæåíèè, êîãäà íåêîòîðûå ýëåìåíòû òåëà ðàáîòàþò 
çà ïðåäåëîì óïðóãîñòè ìàòåðèàëà. Ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ áóäåì 
ðàññìàòðèâàòü ðàçâèâàþùèìñÿ âî âðåìåíè, ÷òî ìîæåò âûçâàòü äâèæåíèå 
îòäåëüíûõ ÷àñòåé òåëà. 

Ïóñòü ïåðâîíà÷àëüíî èçîòðîïíîå è îäíîðîäíîå òåëî V, îãðàíè÷åííîå 
ïîâåðõíîñòüþ S , â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t=0 íàõîäèòñÿ â 

åñòåñòâåííîì íåíàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè, ãäå αi - îñè ïðîèçâîëüíîé 
îðòîãoíàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, i = 1, 2, 3.  Çàòåì  òåëî ïîäâåðãàåòñÿ 
íàãðóæåíèþ âíåøíèìè ñèëàìè è íàãðåâó. Ýòî ìîãóò áûòü îáúåìíûå ñèëû 
G

K ti( , )α , âîçäåéñòâóþùèå íà êàæäûé ýëåìåíò òåëà, è ïîâåðõíîñòíûå ñèëû 
G
Σ n

i t( , )α , äåéñòâóþùèå íà ÷àñòè ïîâåðõíîñòè òåëà S ∑
. Íà äðóãîé ÷àñòè 

ïîâåðõíîñòè òåëà Sv, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåííûì îáðàçîì 
çàêðåïëåíà, çàäàþòñÿ ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé 

G
V ti( , )α . Êîíôèãóðàöèÿ òåëà 

çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì ïîâåðõíîñòè Φ ( )α i = 0 , êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò åãî. 

Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà ïðè èññëåäîâàíèè ïðîöåññîâ 
äåôîðìèðîâàíèÿ ïî ïðÿìîëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì è òðàåêòîðèÿ ìàëîé 
êðèâèçíû çàäàþòñÿ â âèäå ìãíîâåííûõ äèàãðàìì ðàñòÿæåíèÿ îáðàçöîâ.  
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Èñõîäÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ äàííûõ, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü 
òåìïåðàòóðíîå ïîëå, ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé, 
êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé è êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé. Äëÿ 
ýòîãî íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ, 
ãåîìåòðè÷åñêèìè, ôèçè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè è óðàâíåíèåì òåïëî-
ïðîâîäíîñòè. 

Ïðè ðåøåíèè íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè â òåõ 
÷àñòÿõ òåëà, ãäå âîçíèêàþò íåîáðàòèìûå äåôîðìàöèè, áóäåì ïîëüçî-âàòüñÿ 
îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè, îïèñûâàþùèìè ïðîöåññû íàãðóæåíèÿ êàê 
ïî ïðÿìîëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì, òàê è ïî òðàåêòîðèÿì äåôîðìèðîâàíèÿ 
ìàëîé êðèâèçû. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ôîðìà ôèçè÷åñêèõ óðàâíåíèé, 
ïðèâåäåííàÿ â ìîíîãðàôèè [3]. 

Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â îáùåì ñëó÷àå èìååò âèä [3-4] 
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Àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ. Àíàëèòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå 
òåìïåðàòóðû è íàïðÿæåíèé â ïðèêëàäíîé çàäà÷å äëÿ âàëêà áëþìèíãà 1150 
(ñòàëü 50ÕÍ, ìèíèìàëüíûé êàòàþùèé äèàìåòð d = 900 ìì, äëèíà l=2700 
ìì.) îêàçàëîñü âîçìîæíûì ëèøü â óïðîùåííîé îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêå[1]. 
Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. 

Òåìïåðàòóðíîå ïîëå ðàññìàòðèâàåìîãî öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà, 
íàãðåâàåìîãî ÷åðåç åäèíèöó ïîâåðõíîñòè ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè, èìååò âèä 
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ãäå  Ò – òåìïåðàòóðà, °Ñ; t – âðåìÿ êîíòàêòà;
ρ
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a = – êîýôôèöèåíò 

òåïëîïðîâîäíîñòè, õàðàêòåðèçóþùèé áûñòðîòó âûðàâíèâàíèÿ òåìïåðàòóð 
ðàçëè÷íûõ òî÷åê òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ âàëêà; õ – îñåâàÿ êîîðäèíàòà; ñ – 
òåïëîåìêîñòü ìàòåðèàëà âàëêà; ρ  – ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà âàëêà, q – 

òåïëîâîé ïîòîê; )( 12 ttq −= α , α – êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è ÷åðåç îêàëèíó; 

s
λα =  ;λ – òåïëîïðîâîäíîñòü îêàëèíû; s – òîëùèíà; ( )

2
хФ
аt

– èíòåãðàëû 

âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê. 
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé ðàáî÷åãî âàëêà 

ïîëó÷åíû ôîðìóëû, ñïðàâåäëèâûå ïðè ñèììåòðè÷íîì ðàñïðåäåëåíèè 
òåìïåðàòóð îòíîñèòåëüíî îñè âàëêà 
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ãäå rtz σσσ ,,  – ñîîòâåòñòâåííî îñåâîå, îêðóæíîå è ðàäèàëüíîå 

íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ; α – êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ 

ìàòåðèàëà âàëêà; Å, µ – ìîäóëü óïðóãîñòè è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 
ñîîòâåòñòâåííî; R, r, – ñîîòâåòñòâåííî, ðàäèóñ ïîâåðõíîñòè âàëêà, òåêóùèé 
ðàäèóñ. 

Ðàñ÷åòû ïî ôîðìóëàì ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàêñèìàëüíûå òåìïåðàòóðíûå 
íàïðÿæåíèÿ â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå âàëêà, ñ ó÷åòîì ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ 
îêàëèíû, íàáëþäàþòñÿ ïðè íàèáîëåå äëèòåëüíîì âðåìåíè êîíòàêòà ñ 
ðàçîãðåòûì ìåòàëëîì. Ïðè ýòîì òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè âàëêà â ìåñòå 

êîíòàêòà äîñòèãàåò 450°Ñ. Ïðè óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå ïðîêàòêè 

òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè âàëêà íå ïðåâûøàåò 300°Ñ. 
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Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàññìîòðèì 
êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ íåñòàöèîíàðíîé äâóõìåðíîé çàäà÷è 
òåîðèè  òåðìîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè è íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ 

òåïëîïðîâîäíîñòè. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñåòêó ïî âðåìåíè ωr è ñåòêó ïî 

êîîðäèíàòàì ωh 

 { },...2,1,0;0;; 01 ==+== + ptttt pppr τω , (9) 

 .
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 (11) 

Çäåñü 1=+ βα , )3,2,1(, =nnn µλ - ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû, 

àïïðîêñèìèðóþùèå ïðîèçâîäíûå ñîîòâåòñòâåííî  ïåðâîãî è âòîðîãî 
ïîðÿäêà ïî êîîðäèíàòàì [3, 4]. 

Äëÿ ÿâíîé ñõåìû ( 1,0 == βα ) íà îñíîâàíèè (11) ìîæíî çàïèñàòü  
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++=  (12) 

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç 
p

mW  êîìïîíåíòû 

âåêòîðà W
G

, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t=tp. Àíàëîãè÷íûå 
îáîçíà÷åíèÿ ââîäÿòñÿ è äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà B

G
. Ïðè ïåðåõîäå îò 

óðàâíåíèé ïîëíîé ñèñòåìû ê ðàçíîñòíîé ñõåìå èõ ðåøåíèÿ ïðîèçâîäíûå ïî 
âðåìåíè è ïî êîîðäèíàòàì çàìåíÿþòñÿ ðàçíîñòíûìè îòíîøåíèÿìè.  

Íåÿâíàÿ ñõåìà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ 
íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí, ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü òàêèå ôîðìóëû 
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(13) 

Çäåñü 1=+ βα , à òàêæå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî 

îïåðàòîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà 3,2,1, =
∂
∂

≡Λ sWAW
s

m
sms α

. Ñóììèðîâàíèå ïî s íå 

âåäåòñÿ[4]. 
Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ÿâíîé ñõåìû ( 1,0 == βα ) èç (13) ïîëó÷èì 

 ( ) .321
1 p
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mmm
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m BWWWWW ττ +Λ+Λ+Λ+=+  (14) 
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Äëÿ ñëó÷àÿ îñåñèììåòðè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ òåëà ïðè èñïîëüçîâàíèè 
ñõåìû  Êðàíêà-Íèêîëñîíà ( 5,0== βα ), ôîðìóëû (13), (14) ïåðåïèøóòñÿ 

òàê 

 ( ) ,31
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m BWWWW ττ +Λ+Λ+=+  (15) 
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. (16) 

Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïîâûøåííîé òî÷íîñòè. Ïðèìåíèì ê âåêòîðíîìó 
óðàâíåíèþ (1) â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íîãî íàãðóæåíèÿ ìåòîä 
ïîêîìïîíåíòíîãî ðàñùåïëåíèÿ [4]. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñåòêó ïî âðåìåíè 

ωr  ñ ó÷åòîì äðîáíîãî øàãà. 

{ },...2,1,0;0;;;; 02122/1112/1 ==+=+=+== +++ ptttttt pppppr τττττω  

Èäåÿ ìåòîäà ïîêîìïîíåíòíîãî ðàñùåïëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî 

âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ Â
z
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r
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t

W GGGG
+

∂
∂

+
∂

∂
=

∂
∂

31  íà ïîëíîì øàãå 

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè τ  (t∈[tp; tp+1]) ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàþòñÿ äâà 
ýêâèâàëåíòíûõ åìó îäíîìåðíûõ âåêòîðíûõ óðàâíåíèÿ, êàæäîå íà ñâîåì 
äðîáíîì øàãå ïî âðåìåíè. Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä 

 ],,[, 2/111 +∈+= pp tttB
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∂ ],,[, 12/123 ++∈+= pp tttB

z
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W GGG

φ
∂

∂
∂

∂
 (17) 

ãäå 121 =+φφ , tp – ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé ðåøåíèå çàäà÷è óæå 

èçâåñòíî, tp+1 - ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé ðåøåíèå ðàçûñêèâàåòñÿ. 
          Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ðàñùåïëåííîé ñèñòåìû (17) ìîæåò áûòü 

ïðåäñòàâëåíà òàê 
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 (18) 

ãäå α+β = 1, à äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû Wn

G
Λ  ââîäÿòñÿ 

ñëåäóþùèì îáðàçîì ),(1
1

1
1 W

h
AW

GG
λ⋅=Λ .2,1),(3

3

3
3 =⋅=Λ nW

h
AW

GG
λ  

Çäåñü (...)nλ  – ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû, 2/2/ , npnp BW ++
GG

–  âåêòîðû 

ðåøåíèÿ è ïðàâîé ÷àñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìîìåíòà âðåìåíè, nh  – øàãè 

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòàì r, z ..  

Â ñëó÷àå, êîãäà α = 0, β = 1, ñõåìà (18) áóäåò ÿâíîé. Òîãäà ðàñ÷åòíûå 
ôîðìóëû ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê 

Ïðè α =1,β = 0  âûðàæåíèå (18) äàåò íåÿâíóþ ñõåìó. Åñëè æå α =β 
=1/2, òî èìååò ìåñòî ñõåìà Êðàíêà–Íèêîëñîíà, êîòîðàÿ â îòëè÷èè îò äâóõ 
ïðåäûäóùèõ ñõåì ïåðâîãî ïîðÿäêà  èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè 
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ïî âðåìåíè. Ðåøåíèå ñèñòåìû (18) ïðåäëàãàåòñÿ ñòðîèòü ïðè ïîìîùè 
ñëåäóþùåé èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû 

 { } ,)()()( 11
2/1

1
1

1
1

2/1 pp
i
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i

p BWW
h
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GGGGG
τφβλαλτ +++= +
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Â êà÷åñòâå íóëåâîé èòåðàöèè (i=0, j=0) âûñòóïàåò ðåøåíèå, 
ïîñòðîåííîå ïî ÿâíîé ñõåìå ìåòîäà ïîêîìïîíåíòíîãî ðàñùåïëåíèÿ .  Âñå 
íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû ïðåäñòàâèì â âèäå ñïëàéí-ôóíêöèé. Ïðèìåíåíèå 
àïïàðàòà ñïëàéí-ôóíêöèé äàåò âîçìîæíîñòü çàïèñàòü íîâûå áîëåå òî÷íûå 

ðàçíîñòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (...)nλ , 

âõîäÿùèõ â ñîñòàâ ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü, êàê 
ìèíèìóì íà ïîðÿäîê, òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ïî êîîðäèíàòàì [2-4]. 

×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè 
òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ è ñâÿçàííîãî ñ íèì íåñòàöèîíàðíîãî òåîðìî-óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêîãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðóåìîãî ñîñòîÿíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãî 

òåëà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèÿ ϕϕ σσσσ rxr ,,, , 

äåôîðìàöèè ϕϕ εεε rr ,, è êîìïîíåíòîâ âåêòîðà ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé xr vv , íà 

ïîëíîì øàãå ïî âðåìåíè èñïîëüçîâàëèñü ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ìåòîäà 
ïîêîìïîíåíòíîãî ðàñùåïëåíèÿ ïîâûøåííîé òî÷íîñòè. Âñå èñêîìûå 
âåëè÷èíû çàäàâàëèñü â ôîðìå íàïðÿæåííîãî ñïëàéíà ïî êîîðäèíàòàì. Ïðè 
ýòîì òåìïåðàòóðà Ò â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿëàñü èç ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ó÷åòîì âåëè÷èí ),,,(, xrjiijij ϕεσ = , 

îïðåäåëåííûõ íà ïðåäûäóùåì øàãå ïî âðåìåíè.  
Íà ðèñóíêàõ 1 è 2 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïî ðàäèóñó â 

òîðöå âàëêà áëþìèíãà äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè. Ñïëîøíûå 
ëèíèè ïîëó÷åííû ïðè ïîìîùè ìåòîäà ïîêîìïîíåíòíîãî ðàñùåïëåíèÿ 
ïîâûøåííîé òî÷íîñòè, ïóíêòèðíûå – àíàëèòè÷åñêèì, ìåòîäîì  è òî÷å÷íûå 
ëèíèè – ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà. 

Çäåñü çàäàâàëîñü 05,0/ 2 ==∗ haττ , à áåçðàçìåðíîå âðåìÿ îïðåäåëÿëîñü 

êàê ( )...;1;0== ∗ nnt τ . Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëèëè ñðàâíèòü 

âû÷èñëèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåííûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà è ñäåëàòü 
òàêèå âûâîäû. 
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Ðèñóíîê 2 

Âûâîäû 

Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî èíòåíñèâíîñòü òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé â 
ïîâåðõíîñòíîì ñëîå âàëêîâ çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ïðåäåë òåêó÷åñòè 
ìàòåðèàëà è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ðåøàþùèì â ïîÿâëåíèè ñåòêè 
ïîâåðõíîñòíûõ òðåùèí. Âàëêè âûäåðæèâàþò áîëüøèå íàïðÿæåíèÿ ïîòîìó, 
÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ñæèìàþùèìè è íàïðàâëåíû âäîëü îñè âàëêà, à òàêæå 
äåéñòâóþò  â òîíêîì ïîâåðõíîñòíîì ñëîå. Òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè âàëêà 

ïðè íàèáîëåå äëèòåëüíîì âðåìåíè êîíòàêòà (t=0,165 ñ) äîñòèãàåò 450°Ñ. 
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Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè 
ïðè ïîìîùè ìåòîäà ïîêîìïîíåíòíîãî ðàñùåïëåíèÿ ïîâûøåííîé òî÷íîñòè è 
êîíå÷íîðàçíîñòíîãî ìåòîäà, ïîêàçàëî õîðîøåå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ 
(ðàñõîæäåíèå ïî òåìïåðàòóðå äî 3,5%) â îêðåñòíîñòè ñðåäèíû âàëêà, à ïî 
ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê êðàþ, ãäå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ çàâåäîìî íåîäíîìåðíûì 
ïî îñåâîé è ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòàì, ðåçóëüòàòû ìîãóò ñóùåñòâåííî 
îòëè÷àëüñÿ. Â îêðåñòíîñòè êðàÿ âàëêà, äëÿ ðàñ÷åòîâ òåìïåðàòóðíîãî 
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü ìåòîä 
ïîêîìïîíåíòíîãî ðàñùåïëåíèÿ ïîâûøåííîé òî÷íîñòè, ïîñêîëüêó îí äàåò 
áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû â óçëàõ  ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè, ÷åì êîíå÷íî-
ðàçíîñòíûé ìåòîä.  

Ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû íåÿâíîé ñõåìû ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ 
äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû, ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé, íàïðÿæåíèé è 
äåôîðìàöèé, ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâåííî òðåòèé è ÷åòâåðòûé 
ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà ïî êîîðäèíàòàì.  
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