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ÏÐÎÖÅÑÑÀ ÇÀÒÂÅÐÄÅÂÀÍÈß ÌÅÒÀËËÎÂ È ÑÏËÀÂÎÂ 

Ðîçãëÿíóòî êë³òèííî-àâòîìàòíèé ï³äõ³ä äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó òâåðä³ííÿ 
ìåòàë³â ³ ñïëàâ³â. Äîñë³äæåíî òåðìîäèíàì³÷í³ îñíîâè ôîðìóâàííÿ ïðàâèë ïå-
ðåõîäó äëÿ ðîáîòè êë³òèííèõ àâòîìàò³â, ùî ìîäåëþþòü ìåõàí³çì òâåðä³ííÿ 
ìåòàë³â ³ ñïëàâ³â. Ïîêàçàíî åôåêòèâí³ñòü çàñòîñóâàííÿ êë³òèííî-
àâòîìàòíî¿ ìîäåë³ äëÿ ðîçãëÿíóòîãî êëàñó çàäà÷ ³ç óðàõóâàííÿì íåë³í³éíî¿ 
çàëåæíîñò³ òåïëîô³çè÷íèõ ïàðàìåòð³â ïðîöåñó â³ä òåìïåðàòóðè, à òàêîæ â 
óìîâàõ ðîçïîä³ëåíîãî âèä³ëåííÿ ïðèõîâàíî¿ òåïëîòè ïëàâëåííÿ â òåìïåðàòó-
ðíîìó ³íòåðâàë³ êðèñòàë³çàö³¿. 

Ðàññìîòðåí êëåòî÷íî-àâòîìàòíûé ïîäõîä äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà 
çàòâåðäåâàíèÿ ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ. Èññëåäîâàíû òåðìîäèíàìè÷åñêèå îñíîâû 
ôîðìèðîâàíèÿ ïðàâèë ïåðåõîäà äëÿ ðàáîòû êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ, 
ìîäåëèðóþùèõ ìåõàíèçì çàòâåðäåâàíèÿ ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ. Ïîêàçàíà 
ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ êëåòî÷íî-àâòîìàòíîé ìîäåëè äëÿ 
ðàññìîòðåííîãî êëàññà çàäà÷ ñ ó÷åòîì íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè 
òåïëîôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà îò òåìïåðàòóðû, à òàêæå â óñëîâèÿõ 
ðàñïðåäåëåííîãî âûäåëåíèÿ ñêðûòîé òåïëîòû ïëàâëåíèÿ â òåìïåðàòóðíîì 
èíòåðâàëå êðèñòàëëèçàöèè. 

The cellular-automatic approach for modeling process of hardening of metals and 
alloys is considered. Thermodynamic background of the cellular automats 
transition rules formation for modeling the mechanism of metals and alloys 
hardening are researched. Efficiency of application of cellular-automatic model for 
the considered class of problems in view of nonlinear dependence of process 
parameters from temperature, and also in conditions of the distributed allocation 
of the fusion latent heat in a temperature interval of crystallization is shown. 

Êàê èçâåñòíî, ïðîöåññ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ 
õàðàêòåðèçóåòñÿ âûïîëíåíèåì ñëåäóþùèõ ýòàïîâ [1]: ìàòåìàòè÷åñêàÿ 
ôîðìàëèçàöèÿ èçó÷àåìîãî ïðîöåññà, âûáîð ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ 
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ïðîâåäåíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, àíàëèç 
ñîñòîÿòåëüíîñòè ïðåäëîæåííîé ìîäåëè. 

Ââåäåíèå 

Ïðè òðàäèöèîííîì ïîäõîäå ê ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññà çàòâåðäåâàíèÿ 
äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþò 
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â òî æå âðåìÿ 
ôîðìàëèçàöèÿ ðåàëüíûõ çàäà÷ ïðèâîäèò ê òðóäíî ðàçðåøèìûì, à  çà÷àñòóþ 
è íåðàçðåøèìûì àíàëèòè÷åñêè äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ 
ïðîèçâîäíûõ. Ýòî òðåáóåò ïîëó÷åíèÿ èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå ïðè 
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè çàäà÷è ñõîäèòñÿ ìåäëåííî èëè èìååò ãðîìîçäêèé â 
âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå àëãîðèòì [1, 2, 3]. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ óïîìÿíóòûõ 
âûøå òðóäíîñòåé èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå äâà ïîäõîäà: ñîâåðøåíñòâîâàíèå 
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ 
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ïðîèçâîäíûõ è ïîèñê êà÷åñòâåííî íîâûõ ìîäåëåé îñíîâàííûõ íà èíûõ 
ïîäõîäàõ. Ïðè ñèíòåçå íîâûõ ìîäåëåé ïîëàãàþòñÿ íà ïðèðîäíûå ñâîéñòâà 
îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ, ò.å. â îñíîâó ìîäåëè çàêëàäûâàåòñÿ ïðèíöèï 
áëèçêîäåéñòâèÿ è äðóãèå ôèçè÷åñêèå çàêîíû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò 
ïðèáëèçèòü ñâîéñòâà ìîäåëèðóåìûõ îáúåêòîâ ê ôèçè÷åñêèì ñâîéñòâàì 
ïðèðîäíûõ îáúåêòîâ è ëåãêî èíòåðïðåòèðîâàòü ìîäåëüíûå ðåçóëüòàòû. 

Îäíèì èç êîíöåïòóàëüíî íîâûõ êëàññîâ ïðèêëàäíûõ ìîäåëåé, 
ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ñèñòåì, 
ÿâëÿþòñÿ êëåòî÷íûå àâòîìàòû. Îñíîâîïîëîæíèêàìè èäåè êëåòî÷íûõ 
àâòîìàòîâ ÿâëÿþòñÿ Ê. Öóçå è Äæ. ôîí Íåéìàí, ïðåäëîæèâøèå â 40-õ 
ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ïàðàäèãìó âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà è 
ðåàëèçàöèþ íà åå îñíîâå ðàçâèòèÿ ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèõñÿ ñèñòåì. 

Ñ ïîìîùüþ êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ ïîñòðîåíû êîíöåïòóàëüíûå è 
ïðèêëàäíûå ìîäåëè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, 
ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñàìûõ ðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, 
òàêèõ êàê ïðîñòðàíñòâåííàÿ äèôôóçèÿ, ãàçî- è ãèäðîäèíàìèêà, 
íåëèíåéíûå õèìè÷åñêèå ñèñòåìû, ðîñò âåòâÿùèõñÿ êðèñòàëëîâ, ôàçîâûå 
ïåðåõîäû, îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé è ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ, 
ðàñïðîñòðàíåíèå ýïèäåìèé è ìíîãîå äðóãîå [4]. 

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ êëåòî÷íî-
àâòîìàòíîé ìîäåëè ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ. 

Çàòâåðäåâàíèå ìåòàëëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíûé ôèçèêî-
õèìè÷åñêèé ïðîöåññ, ïðè êîòîðîì ôîðìèðóþòñÿ áîëüøèíñòâî âàæíåéøèõ 
ñòðóêòóðíî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ îòëèâêè. Ïðîöåññ çàòâåðäåâàíèÿ 
ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ îáóñëîâëåí îòâîäîì òåïëîòû îò ðàñïëàâà â ôîðìó è 
îêðóæàþùóþ ñðåäó [5]. 

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññà çàòâåðäåâàíèÿ íåîáõîäèìî îïèðàòüñÿ íà 
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû è óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò 
êîððåêòíî ó÷åñòü íåëèíåéíîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìåòàëëà – 
ïëîòíîñòü, òåïëîåìêîñòü, òåïëîïðîâîäíîñòü çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû, à òàê 
æå íàëè÷èå ñêðûòîé òåïëîòû êðèñòàëëèçàöèè, ðàñïðåäåëåííîé â èíòåðâàëå 
òåìïåðàòóð ëèêâèäóñ-ñîëèäóñ. 

Ïðîöåññ òåïëîïåðåíîñà îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Ôóðüå [5] 

 
kS TdQ

h
τ∆

= , (1) 

ãäå dQ  – êîëè÷åñòâî òåïëà, ïðîøåäøåãî ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S  çà âðåìÿ 

τ  ïðè ðàçíîñòè òåìïåðàòóð T∆ , k  – êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, h  – 
òîëùèíà ñëîÿ. 

Óäåëüíàÿ ýíåðãèÿ êëåòêè îäíîçíà÷íî ñâÿçàíà ñ òåìïåðàòóðîé è 
ôàçîâûì ñîñòîÿíèåì 
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ãäå ρ  – ïëîòíîñòü. 

Îäíîìåðíàÿ êëåòî÷íî-àâòîìàòíàÿ ìîäåëü çàòâåðäåâàíèÿ ìåòàëëîâ è 
ñïëàâîâ 

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ êëåòî÷íî-àâòîìàòíóþ ìîäåëü ïðîöåññà 
çàòâåðäåâàíèÿ (ðèñ. 1), âçàèìîäåéñòâèå â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ 
îêðåñòíîñòüþ Ìóðà [5], ò.å. â ðàñ÷åòå ïðèíèìàþò ó÷àñòèå òîëüêî ëèøü òå 
êëåòêè, êîòîðûå èìåþò íåïîñðåäñòâåííûé êîíòàêò ñ ðàññìàòðèâàåìîé 
êëåòêîé. 

 

Ðèñóíîê 1 – Ñõåìàòè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû êëåòîê ñ îêðåñòíîñòüþ 
Ìóðà äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ 

Åñëè â (1) äèôôåðåíöèàë çàìåíèòü ðàçíîñòüþ, ïîòîê òåïëà, 

ïîñòóïàþùèé â êëåòêó 2  îò êëåòêè 1, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 

 
( )12 1 2
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ãäå 12k  – ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, îïðåäåëÿåìûé 

èç ðàâåíñòâà òåïëîâûõ ïîòîêîâ íà ãðàíèöå ñîñåäíèõ êëåòîê. 
Òåïëîâîé ïîòîê (ðèñ. 2), ñîîòâåòñòâóþùèé êîëè÷åñòâó òåïëîòû, 

ïåðåäàííîìó ÷åðåç èçîòåðìè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü â åäèíèöó âðåìåíè, 
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì 
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Ðèñóíîê 2 – Ñõåìà äâèæåíèÿ òåïëîâîãî ïîòîêà ìåæäó êëåòêàìè 

Ïðè ýòîì òåïëîâîé ïîòîê ìåæäó êëåòêàìè 1 è 2  ðàâåí 
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Â ñâîþ î÷åðåäü, òåïëîâîé ïîòîê äî ãðàíèöû, ðàçäåëÿþùåé êëåòêè ñî 

ñòîðîíû êëåòêè 1 
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ñî ñòîðîíû êëåòêè 2 : 

 
( )

*
2 2

1 2 2
k S T T

P
h

−
= . 
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íàõîäèì T  - òåìïåðàòóðó íà ãðàíèöå êëåòîê: 
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Ïðèðàâíèâàåì *12 11
P P=  è ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî 

êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè 
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Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè êëåòêè 2  â ñîîòâåòñòâèè ñ 
(3) ðàâíî 

 ( ) ( )( )2 12 1 2 23 3 2
SdQ k T T k T T
h

τ
= − + − . (5) 

Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî âñå ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ 
ñïðàâåäëèâû ëèøü äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Â òî æå âðåìÿ, ôîðìóëû äëÿ 
âû÷èñëåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè êëåòêè â äâóìåðíîé è òðåõìåðíîé äåêàðòîâûõ 
êîîðäèíàòíûõ ñèñòåìàõ áóäóò èìåòü àíàëîãè÷íûé âèä. 
Òðåõìåðíàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ  êëåòî÷íî-àâòîìàòíàÿ ìîäåëü çàòâåðäåâàíèÿ 
ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ 

Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò èçìåíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè 
êëåòêè âû÷èñëÿåòñÿ, èñõîäÿ èç çàêîíà Ôóðüå, ñ ó÷åòîì îñåâîé ñèììåòðèè. 
Íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåíî èçîáðàæåíèå êëåòêè â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå 
êîîðäèíàò. 

Ïðåæäå ÷åì îïðåäåëÿòü ïîëíîå èçìåíåíèå ýíåðãèè êëåòêè íåîáõîäèìî 
îïðåäåëèòü ïëîùàäè áîêîâûõ ïîâåðõíîñòåé êëåòêè.  

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: 
i  - íîìåð êëåòêè â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè; 

j  - ñåêòîðàëüíûé íîìåð êëåòêè; 

k  - íîìåð êëåòêè âäîëü îñè ñèììåòðèè; 

ih  - äëèíà êëåòêè â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè; 
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jh  - øèðèíà êëåòêè âäîëü ñåêòîðà çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ êëåòêè â 

ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè; 

kh  - âûñîòà êëåòêè âäîëü îñè ñèììåòðèè; 

in  - êîëè÷åñòâî êëåòîê â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè; 

jn  - êîëè÷åñòâî êëåòîê âäîëü ñåêòîðà; 

kn  - êîëè÷åñòâî êëåòîê âäîëü îñè ñèììåòðèè. 

  

Ðèñóíîê 3 – Òðåõìåðíîå 
èçîáðàæåíèå êëåòêè â 

öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Ðèñóíîê 4 – Ñõåìàòè÷åñêîå 
îáîçíà÷åíèå êëåòêè è óñëîâíûå 
îáîçíà÷åíèÿ áîêîâûõ ïëîùàäåé 

Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåíî ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå êëåòêè ( ), ,i j k  è 

óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ åå áîêîâûõ ïîâåðõíîñòåé. 
Áîêîâûå ïëîùàäè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íîìåð êëåòêè, äëèíó êëåòêè è 

êîëè÷åñòâî êëåòîê âäîëü îñåé ñîîòâåòñòâåííî: 

 i i kS h h= , 

 
( )2 1

( ) i
j k

j

h i
S i h

n
π −

= , 

 
2 (2 1)( ) i

k
j

h iS i
n

π −
= . 

Øèðèíà êëåòêè âäîëü ñåêòîðà (ðèñ. 5) çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ êëåòêè â 
ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè, ò.å. îò i  

 
2 ( 0.5)( ) i

j
j

h ih i
n

π −
= . 
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Ðèñóíîê - 5 Ñõåìàòè÷åñêîå 
èçîáðàæåíèå êëåòîê â 

öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 
(âèä ñâåðõó) 

Ðèñóíîê 6 - Ñõåìàòè÷åñêîå 
èçîáðàæåíèå êëåòîê â 

öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 
(âèä ñáîêó) 

Èçìåíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè êëåòêè äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû 
êîîðäèíàò ñîñòîèò èç ñóìì èçìåíåíèé ïîëíîé ýíåðãèè â ðàäèàëüíîì è 
ñåêòîðàëüíîì íàïðàâëåíèè, à òàê æå âäîëü îñè ñèììåòðèè òåëà. 

Èçìåíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè äëÿ i -é êëåòêè â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè 
â ñîîòâåòñòâèè ñ (1): 

 
( ),

1, 1,
1,

( 1)j k
i i j i ij k

i i
i

k S i T T
Q

h
τ− −

−

− −
= ,  

 
( ),

1, 1,
1,

( )j k
i i j i ij k

i i
i

k S i T T
Q

h
τ+ +

+

−
= ; 

äëÿ j  ñåêòîðà: 

 
( ),

1, 1,
1, ( 1)

i k
j j i j ji k

j j
j

k S T T
Q

h i
τ− −

−

−
=

−
,  

 
( ),

1, 1,
1, ( )

i k
j j i j ji k

j j
j

k S T T
Q

h i
τ+ +

+

−
= ;  

âäîëü îñè ñèììåòðèè: 

 
( ),

1, 1,
1,

( )i j
k k k k ki j

k k
k

k S i T T
Q

h
τ− −

−

−
= , 

 
( ),

1, 1,
1,

( )i j
k k k k ki j

k k
k

k S i T T
Q

h
τ+ +

+

−
= . 
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Èçìåíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè êëåòêè ÿâëÿåòñÿ ñóììîé èçìåíåíèé ïîëíîé 
ýíåðãèè âî âñåõ òðåõ íàïðàâëåíèÿõ: 

 

, , ,
1, 1, 1,

, , ,
1, 1, 1,

i j i j i k
i k k k k j j

i k j k j k
j j i i i i

dQ Q Q Q

Q Q Q
− + −

+ − +

= + + +

+ + +
. 

Â ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóëàõ íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ 
ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, êîòîðûé ðàññ÷èòûâàåòñÿ èç 
ðàâåíñòâà òåïëîâûõ ïîòîêîâ ìåæäó êëåòêàìè (ðèñ. 7): 

 

Ðèñóíîê 7 – Òåïëîâûå ïîòîêè ìåæäó êëåòêàìè äëÿ ðàäèàëüíîãî 
ðàñïðåäåëåíèÿ òåïëà 

Òåïëîâîé ïîòîê ìåæäó êëåòêàìè 1i −  è i  îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì 

 
( )1, 1

1,
2 ( 1)i i i i i k

i i
i j

k T T h h iP
h h

π− −
−

− −
= . 

Â ñâîþ î÷åðåäü òåïëîâîé ïîòîê äî ãðàíèöû, ðàçäåëÿþùåé êëåòêè ñî 

ñòîðîíû êëåòêè 1i −  îïðåäåëÿåòñÿ êàê 

 
( )

*

*
1 1

1,

2 ( 0.75)
2

i i i k
i i

i j

k T T h h iP
h n

π− −

−

− −
= , 

ñî ñòîðîíû êëåòêè i  

 
( )

*

*

,

2 ( 0.25)
2

i i i k
i i

i j

k T T h h iP
h n

π− +
= . 

Èñõîäÿ èõ ðàâåíñòâà òåïëîâûõ ïîòîêîâ íà ãðàíèöå êëåòêè * *1, ,i i i i
P P

−
=  

íàõîäèì *T  - òåìïåðàòóðó íà ãðàíèöå êëåòîê: 

 1 1

1

( 0.75) ( 0.25)
( 0.75) ( 0.25)

i i i i

i i

k T i k T iT
k i k i

− −

−

− + +
=

− + +
. 

Ïðèðàâíèâàåì *1, 1,i i i i
P P− −

=  è ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî 

êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ðàäèàëüíîì 
íàïðàâëåíèè: 
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 1
1,

1

2 ( 0.75)( 0.25)
( 1)( ( 0.75) ( 0.25))

i i
i i

i i

k k i ik
i k i k i

−
−

−

− +
=

− − + +
. 

Ïðè âû÷èñëåíè èçìåíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè âäîëü îñè ñèììåòðèè è 
âäîëü îêðóæíîñòè ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè 
ðàññ÷èòûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ ïî ôîðìóëå (4). 

Íà îñíîâàíèè çàêîíà Ôóðüå îïðåäåëåíî  ïðàâèëî, îïèñûâàþùåå 

çàâèñèìîñòü ïîëíîé ýíåðãèè Q  êëåòêè (åäèíè÷íîãî îáúåìà) îò 

òåìïåðàòóðû T  ñîñåäíèõ êëåòîê, äëÿ îäíîìåðíîãî, äâóìåðíîãî, 
òðåõìåðíîãî ñëó÷àåâ è öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò.  

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñôîðìóëèðóåì ïðàâèëî 
îïðåäåëÿþùåå çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû êëåòêè îò åå óäåëüíîé âíóòðåííåé 
ýíåðãèè q , ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ îêðóæàþùèõ êëåòîê è âíåøíèõ óñëîâèé. 

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì èñïîëüçóþòñÿ 
ôàçîâûå äèàãðàììû,  êîòîðûå îòîáðàæàþò òåïëîâûå ýôôåêòû ôàçîâîãî 
ïåðåõîäà, â ÷àñòíîñòè îïðåäåëÿþò äèíàìèêó âûäåëåíèÿ ñêðûòîé òåïëîòû 
êðèñòàëëèçàöèè â èíòåðâàëå òåìïåðàòóð ëèêâèäóñ-ñîëèäóñ[6]. 

Â ñëó÷àå, åñëè ïðîöåññ çàòâåðäåâàíèÿ (ïëàâëåíèÿ) ïðîèñõîäèò áåç 
âûäåëåíèÿ ñêðûòîé òåïëîòû êðèñòàëëèçàöèè, òî ñâÿçü ìåæäó óäåëüíîé 

ýíåðãèåé q  è òåìïåðàòóðîé T  îïèñûâàåòñÿ: 

 ( )
0

T

q c T dt= ∫ , (6) 

ãäå c – òåïëîåìêîñòü. 
Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîñòè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ôóíêöèè 

( )c T  çàâèñèìîñòü ( )q T  îäíîçíà÷íà. 

Âåäåì îáîçíà÷åíèÿ: sc , lc  – òåïëîåìêîñòü âåùåñòâà â òâåðäîì è 

ðàñïëàâëåííîì ñîñòîÿíèè ñîîòâåòñòâåííî; sρ , lρ  – ïëîòíîñòü âåùåñòâà â 

òâåðäîì è ðàñïëàâëåííîì ñîñòîÿíèè ñîîòâåòñòâåííî; s sq c T= , l lq c T L= +  – 

óäåëüíûå ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëó è êîíöó ôàçîâîãî ïåðåõîäà, L  
– ñêðûòàÿ òåïëîòà êðèñòàëëèçàöèè. 

Ðàññìîòðèì ïðàâèëî âçàèìîñâÿçè òåìïåðàòóðû T  è óäåëüíîé ýíåðãèè 
q  äëÿ ÷èñòîãî ìåòàëëà èëè ýâòåêòè÷åñêîãî ñïëàâà, ò.å. ñïëàâà, íå 

èìåþùåãî òåìïåðàòóðíîãî èíòåðâàëà êðèñòàëëèçàöèè, çàòâåðäåâàíèå 

êîòîðîãî ïðîèñõîäèò ïðè òåìïåðàòóðå fT : 

 ( ) ( )
[ ]

/ ,
/ ,
, ,

s s

l l f l

f s l

q c q q
T q q q c T q q

T q q q

⎧ <
⎪= − + >⎨
⎪ ∈⎩

. (7) 

Íà ðèñóíêå 8 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû è êîëè÷åñòâà 
æèäêîé ôàçû îò óäåëüíîé ýíåðãèè äëÿ ñåðîãî ÷óãóíà. 
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Ðèñóíîê 8 – Çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû è êîëè÷åñòâà æèäêîé ôàçû îò 
óäåëüíîé ýíåðãèè, 1 – ïðè îòñóòñòâèè ôàçîâîãî ïåðåõîäà, 2 – ñ ó÷åòîì 

ôàçîâîãî ïåðåõîäà 

Ïðàâèëî âçàèìîñâÿçè óäåëüíîé ýíåðãèè q  è òåìïåðàòóðû T  

âûðàæàåòñÿ çàâèñèìîñòüþ 

 ( ) ( )
[ ]

, , 0

, , , 1

, , 0,1

s f

l f l f

s f

Tc T T l

q T l q T T c T T l

q Ll T T l

⎧ < =
⎪⎪= + − > =⎨
⎪ + = ∈⎪⎩

 (8) 

ãäå l  - êîëè÷åñòâî æèäêîé ôàçû, 0 ñîîòâåòñòâóåò òâåðäîìó ñîñòîÿíèþ, 
1 – æèäêîìó. 

Íà ðèñóíêå 9 ïðîâåäåíû çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû â ñîñåäíèõ êëåòêàõ è 
ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ óäåëüíîé ýíåðãèè è äîëè æèäêîé ôàçû â 

çîíå ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî 12  êëåòêà èìååò 
òåìïåðàòóðó ôàçîâîãî ïåðåõîäà è óäåëüíóþ ýíåðãèþ, ëåæàùóþ â èíòåðâàëå 
êðèñòàëëèçàöèè, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî â ýòîé êëåòêå ïðîèñõîäèò 

ôàçîâûé ïåðåõîä – êîëè÷åñòâî æèäêîé ôàçû ìåíüøå 1.  
Ýòî òåì ñàìûì ïîäòâåðæäàåò, ÷òî ïðèìåíåíèå êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ 

ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïèñàòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû ïðè 
çàòâåðäåâàíèè ìåòàëëà ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ ïðåâðàùåíèé. 

Çàäàíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â êëåòî÷íî-àâòîìàòíûõ ìîäåëÿõ, 
îñóùåñòâëÿåòñÿ çàäàíèåì òèïîâ êëåòîê àâòîìàòà. Íàïðèìåð, ãðàíè÷íûå 
óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà, êîòîðûå îïðåäåëåíû â âèäå èçâåñòíîé çàâèñèìîñòè 
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òåìïåðàòóðû îò âðåìåíè ( )T t  íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöà â òåðìèíàõ 

êëåòî÷íî-àâòîìàòíîãî ïîäõîäà èìåþò âèä: 

 ( )( ) ( )( )2 12 2 23 3 2
SdQ k T t T k T T
h

τ
= − + − . (12) 

 

Ðèñóíîê 9 – Ðàñïðåäåëåíèå a) – òåìïåðàòóðû, b) – óäåëüíîé ýíåðãèè, c) – 
äîëè æèäêîé ôàçû äëÿ êëåòîê â çîíå ôàçîâîãî ïåðåõîäà 

Çäåñü ôóíêöèÿ ( )T t  çàäàíà íà ëåâîé ãðàíèöå òåñòîâîãî îáúåêòà. 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà îïðåäåëåíû â âèäå òåïëîâîãî ïîòîêà 

( )Q t  êàê ôóíêöèè âðåìåíè íà ïîâåðõíîñòè òåëà: 

 ( ) ( )2 23 3 2
SdQ Q t k T T
h

τ
= + − . (13) 

Â ñâîþ î÷åðåäü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òðåòüåãî ðîäà îïèñûâàþò 
âçàèìîäåéñòâèå òåëà ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé ïî çàêîíó êîíâåêòèâíîãî 
òåïëîîáìåíà: 

 ( ) ( )2 1 23 3 2out
SdQ T T k T T
h

τα= − + − , (14) 

ãäå α  – êîýôôèöèåíò òåïëîîáìåíà 2Вт м⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

Äëÿ ëó÷èñòîãî òåïëîîáìåíà ãðàíè÷íîå óñëîâèå â òåðìèíàõ êëåòî÷íûõ 
àâòîìàòîâ ñôîðìóëèðîâàíî êàê 

 ( ) ( )4 4
2 1 23 3 2o out

SdQ T T k T T
h

τε σ= − + − , (15) 
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ãäå oε  – ïîñòîÿííàÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñòåïåíü ÷åðíîòû òåëà, σ  – 

ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà-Áîëüöìàíà.  

Ïðèêëàäíàÿ ÷àñòü 

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ïðåäëîæåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàçðàáîòàíî 
ïðèëîæåíèå íà ÿçûêå Ñ++, êîòîðîå âûïîëíÿåò ðàñ÷åò çàâèñèìîñòè 
ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â ìîäåëèðóåìîì îáúåêòå îò âðåìåíè. 

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî ñ ïðèìåíåíèåì êëåòî÷íî-
àâòîìàòíîãî ïîäõîäà áûëî ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàíî àíàëèòè÷åñêîå 
ðåøåíèå, çàäà÷è Ñòåôàíà äëÿ çàòâåðäåâàíèÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà, è ðåøåíèå 
çàäà÷è Ñòåôàíà-Øâàðöà äëÿ çàäà÷è çàòâåðäåâàíèÿ ìåòàëëà â 
íåîãðàíè÷åííîé ôîðìå. 

Âûâîäû 

Òåìïåðàòóðíîå ïîëå, ïîëó÷åííîå íà îñíîâàíèè ðåøåíèÿ Ñòåôàíà è 
êëåòî÷íî-àâòîìàòíîãî ïîäõîäà, õàðàêòåðèçóåòñÿ àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ 
0.92%, ò.å. íå áîëåå 1% îòêëîíåíèÿ îò ðåàëüíûõ äàííûõ. Çàêîí 
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ îáîèõ ðåøåíèé âûïîëíÿåòñÿ. 

Â òî æå âðåìÿ ñðàâíåíèå òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé ïîëó÷åííûõ ïóòåì 
ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ Ñòåôàíà-Øâàðöà è êëåòî÷íî-
àâòîìàòíîãî ìåòîäà ïîêàçàëî çíà÷èòåëüíîå îòêëîíåíèå, ïîëó÷åííûõ 
ðåøåíèé ñîñòàâëÿþùåå 17.29%. Ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ íàðóøåíèå çàêîíà 
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðè ðàñ÷åòå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ìåòîäîì Ñòåôàíà-
Øâàðöà. Òåðÿåòñÿ 38.15% ýíåðãèè ñèñòåìû. 

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûå ìàøèíû êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ è 
ïðàâèëà ïåðåõîäà êëåòîê èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå, ÿâëÿþòñÿ 
àäåêâàòíûìè ìîäåëÿìè, îñíîâàííûìè íà ïðèðîäíûõ ñâîéñòâàõ ñèñòåì, è 
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ çàòâåðäåâàíèÿ ìåòàëëîâ 
è ñïëàâîâ. 
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