
“Ñó÷àñí³ ïðîáëåìè ìåòàëóðã³¿”, ¹ 14 – 2011 

ISSN 1991-7848  39 

ÓÄÊ 539.3 

Â.Í. Ñàïåãèí, Ã.È. Ëàðèîíîâ6 

Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È Î ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÌ 
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Â ðàáîòå ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè ê 
àíàëèçó ðåøåíèÿ çàäà÷è î íåñòàöèîíàðíîì äåôîðìèðîâàíèè óïðóãîé ñðåäû ïîä 
äåéñòâèåì ïåðåìåííîé âíóòðåííåé íàãðóçêè. Ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü 
ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé, 
êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàâèñèò îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû, 
ñâÿçûâàþùèå êîìïîíåíòû íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè çàäà÷è. 
Âûïîëíåíà ñðàâíèòåëüíàÿ îöåíêà òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ïðåäñòàâëåíèé.  

ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÅ ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈÅ ÓÏÐÓÃÎÉ ÑÐÅÄÛ, ÌÅÒÎÄ 
ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÉ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ. 

Â ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïîñë³äîâíî¿ àïðîêñèìàö³¿ äî àíàë³çó 
ð³øåííÿ çàäà÷³ ïðî íåñòàö³îíàðíó äåôîðìàö³þ ïðóæíîãî ñåðåäîâèùà ï³ä ä³ºþ 
çì³ííîãî âíóòð³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ. Ïîêàçàíî åôåêòèâí³ñòü çàñòîñóâàííÿ 
ìåòîäó äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ ð³øåííÿ ó âèãëÿä³ äîáóòêó ôóíêö³é, êîæíà ç ÿêèõ 
çàëåæèòü â³ä îäí³º¿ çì³ííî¿. Îäåðæàíî ôîðìóëè, ùî çâ'ÿçóþòü êîìïîíåíòè 
íàïðóæåíîãî ñòàíó ç ïàðàìåòðàìè çàäà÷³. Âèêîíàíî ïîð³âíÿëüíó îö³íêó 
òî÷íîñò³ îäåðæàíèõ óÿâëåíü. 

ÍÅÑÒÀÖ²ÎÍÀÐÍÅ ÄÅÔÎÐÌÓÂÀÍÍß ÏÐÓÆÍÎÃÎ ÑÅÐÅÄÎÂÈÙÀ, ÌÅÒÎÄ 
ÏÎÑË²ÄÎÂÍÎ¯ ÀÏÐÎÊÑÈÌÀÖ²¯. 

The paper is devoted to sequence approximation method used for analyses of dynamic 
elastically deformed medium solving. The proposed method efficiency is showed on 
solve transformation into one variable function product. The formulas for stress-strain 
state components are obtained and an accuracy comparison analysis is made.  

DYNAMIC ELASTICALLY DEFORMED MEDIUM, SEQUENCE APPROXIMATION 
METHOD. 

Àêòóàëüíîñòü è ïîñòàíîâêà çàäà÷è: ðåøåíèå çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè 
êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé óïðóãîé ñðåäû ïîä 
äåéñòâèåì ïåðåìåííîé âíóòðåííåé íàãðóçêè âûçâàíà øèðîêèì 
èñïîëüçîâàíèåì ýôôåêòà èíåðöèîííûõ ñèë ïðè äèíàìè÷åñêîé ðàçãðóçêè 
íàïðÿæåííûõ ãàçîíàñûùåííûõ ñðåä ñ öåëüþ ñòèìóëèðîâàíèÿ ðàçâèòèÿ â 
íèõ òðåùèííîîáðàçîâàíèÿ è äåãàçàöèè. Äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïðîöåññà 
óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ âîëíîâîãî 
óðàâíåíèÿ â îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêå âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [1-4]: 
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ãäå ur(r,t) – ðàäèàëüíîå ïåðåìåùåíèå óïðóãîé ñðåäû, ì; t – âðåìÿ ïðîöåññà 

äåôîðìèðîâàíèÿ, ñ; �ð – ñêîðîñòü óïðóãîé âîëíû, ì/ñ. 
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõíîñòè:   
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ãäå r0 – âíóòðåííèé ðàäèóñ; rN – âíåøíèé ðàäèóñ.  
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Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà îáèëèå âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, 
ïðîñòûõ åãî ðåøåíèé íåò è, êàê ïðàâèëî, âñå îíè ãðîìîçäêè ïî ôîðìå è 
èìåþò ñëîæíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ [1,4]. 

Çà÷àñòóþ ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ èëè ñóììèðîâàíèè ðÿäîâ 
ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ îñîáûìè òî÷êàìè. Ðåøåíèå â êîíå÷íîì âèäå 
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî èíòåãðàëîì [5], è îñîáûå òî÷êè (ðàçðûâû âòîðîãî 
ðîäà) èñêëþ÷àþò èç ñ÷åòà, áåç óùåðáà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Åñëè æå 
ðåøåíèå ïîëó÷åíî â âèäå ðÿäà è ðÿä ñîäåðæèò îñîáåííîñòè (ðàçðûâû 
âòîðîãî ðîäà), òî èñïîëüçóþò äëÿ ðåøåíèÿ òîëüêî ÷àñòü ðÿäà äî îñîáîé 
òî÷êè [3]. Îñîáûå òî÷êè ìîãóò ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èòü äèàïàçîí 
ïðèìåíåíèÿ òîãî èëè èíîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà, ïîýòîìó èõ, êàê ïðàâèëî, 
èñêëþ÷àþò èç ñ÷åòà äî ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Â 
íàøåì ñëó÷àå [5], êîãäà ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðåòåðïåâàåò 
áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàçðûâîâ, ïðè èñïîëüçîâàíèè èíòåãðàëüíîãî 
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âîçíèêàþò îñîáåííîñòè â òðàíñôîðìàíòàõ 
ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé òèïà (ôîðìå) «òàíãåíñà». Ïðè âûïîëíåíèè 
áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îäíîòèïíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé ìîæåò 
íàêàïëèâàòüñÿ ñóùåñòâåííàÿ îøèáêà ñóììèðîâàíèÿ. Â ðåøåíèè, 
ïðèâåäåííîì â ðàáîòå [5], èìååòñÿ âîçìîæíîñòü íàïðÿìóþ èñïîëüçîâàòü 
øèðîêî îïðîáèðîâàííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàê äëÿ 

ñëó÷àÿ ïëîñêîé äåôîðìàöèè ðàñ÷åò ðàäèàëüíûõ 	r è êîëüöåâûõ 	
 
íàïðÿæåíèé ìîæíî âåñòè ïî ôîðìóëàì (3), (4), ïðèâåäåííûì â ðàáîòå [5]: 
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ãäå a1,a2,…,ai – êîîðäèíàòû ðàçðûâîâ òðàíñôîðìàíò ïåðåìåùåíèé èëè 

íàïðÿæåíèé; 1,2,…,i – âåëè÷èíû îòñòóïîâ îò ðàçðûâîâ; 
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	 – ñîîòâåòñòâåííî 

òðàíñôîðìàíòû ðàäèàëüíûõ è êîëüöåâûõ íàïðÿæåíèé; � – ïàðàìåòð 
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r
 – áåçðàçìåðíîå âðåìÿ ïðîöåññà; r – òåêóùèé 

ðàäèóñ; tc = t2–t1 – ðåàëüíîå âðåìÿ ñáðîñà íàãðóçêè, c; q0 – âíóòðåííÿÿ 
íàãðóçêà, Ïà; t1, t2 – ñîîòâåòñòâåííî âðåìÿ ïîäúåìà è âðåìÿ ñáðîñà 
íàãðóçêè, îòñ÷èòûâàåìîå îò íà÷àëà êîîðäèíàò, ñ. 

Êàê âèäíî èç (3) è (4), èñõîäíûå âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ 
íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé ãðîìîçäêè è íåóäîáíû äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî 
èñïîëüçîâàíèÿ [5]. 

Ê îñíîâíûì ïàðàìåòðàì, îêàçûâàþùèì âëèÿíèå íà ïðîöåññ 
íåñòàöèîíàðíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ óïðóãîé ñðåäû, ìîæíî îòíåñòè: 
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âíóòðåííèé ðàäèóñ ñêâàæèíû r0, âåëè÷èíó ïðèëîæåííîé âíóòðåííåé 

íàãðóçêè q0, ñêîðîñòü óïðóãîé âîëíû �p è âðåìÿ ñáðîñà âíóòðåííåé 
íàãðóçêè tc. Îöåíèòü ñòåïåíü âëèÿíèÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà íå ïðîñòî, 
ïîñêîëüêó îíè ñîäåðæàòñÿ ïåðåä èíòåãðàëîì è ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. 

Íà ïðàêòèêå âûçûâàåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ 
ðàñòÿãèâàþùèõ ðàäèàëüíûõ íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ íà âíóòðåííåì 
êîíòóðå öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè, îò âûøå ïåðå÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ. 
Ïîñêîëüêó ìíîãèå ìåòîäû ñòèìóëèðîâàíèÿ ðàçðóøåíèÿ ãàçîíîñíîé ñðåäû 
(óãëÿ) è äåãàçàöèè îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè äåéñòâèÿ èíåðöèîííûõ ñèë, 
ðàññìîòðèì ïîëó÷åíèå ýòèõ çàâèñèìîñòåé íà ó÷àñòêå äåéñòâèÿ 
èíåðöèîííûõ ñèë. Õàðàêòåðíûå ãðàôèêè èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé 
(ïåðåìåùåíèé) âî âðåìåíè ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ äåéñòâèÿ ñèëû èìåþò âèä 
çàòóõàþùåé ñèíóñîèäû [5]. Âñå ðàñ÷åòû è ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâåäåíû ïî 
îòíîøåíèþ ê ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíå ðàñòÿãèâàþùèõ ðàäèàëüíûõ 
íàïðÿæåíèé â ïåðâîé ïîëóâîëíå èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé íà ó÷àñòêå 
äåéñòâèÿ èíåðöèîííûõ ñèë (ðèñ. 1). 

 

 
1 – êîëüöåâûå áåçðàçìåðíûå íàïðÿæåíèÿ 

2 – ðàäèàëüíûå áåçðàçìåðíûå íàïðÿæåíèÿ; 
3–ìàêñèìàëüíûå ðàäèàëüíûå ðàñòÿãèâàþùèå  

íàïðÿæåíèÿ â ïåðâîé ïîëóâîëíå. 
Ðèñ. 1. Èçìåíåíèå ðàäèàëüíûõ è êîëüöåâûõ íàïðÿæåíèé îò âðåìåíè  

íà ó÷àñòêå äåéñòâèÿ èíåðöèîííûõ ñèë ïðè �p = 400 ì/ñ, 
 tc = 0,001 c, r = r0 = 0,1 ì, rN = 1000 ì 

 
Â îáùåì âèäå ïðîöåññ èññëåäîâàíèÿ ëþáûõ ïðîöåññîâ ñ 

èñïîëüçîâàíèåì èìèòàöèîííûõ ëèáî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé (ÌÌ) ìîæåò 
áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå «÷åðíîãî ÿùèêà» (ðèñ.2), ãäå X(x1,x2,…,xn) – 
âåêòîð óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ èëè ïåðåìåííûõ ìîäåëè; Y – 
ðåçóëüòàòèâíûé ôàêòîð ëèáî ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêèé âèä êîòîðîé 

� �� 1 2, ,... nY Y x x x  íåîáõîäèìî âîññîçäàòü ïî äàííûì  âû÷èñëèòåëüíîãî 

ýêñïåðèìåíòà.  
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Ðèñ. 2. Ïðåäñòàâëåíèå ïðîöåññà èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè 

 
Ìîäåëü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ôèçè÷åñêèì óñòðîéñòâîì, òàê è 

ñîâîêóïíîñòüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêèõ ôîðìóë, 
ïðîãðàììíûõ ìîäóëåé ëèáî Ïàêåòîâ Ïðèêëàäíûõ Ïðîãðàìì (ÏÏÏ), 
êîòîðûå  åå ðåàëèçóþò. 

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ 
ìîäåëåé, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàññèâû èëè òàáëèöû 
÷èñëîâûõ äàííûõ. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèé, çàäàííûõ òàáëèöàìè 
÷èñëîâûõ äàííûõ, îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäàìè àïïðîêñèìàöèè íà ñåòêå 
ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ñëîæíûõ çàäà÷ ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ òàáëèö çíà÷åíèé 
ôóíêöèè íà ñåòêå  ïàðàìåòðîâ òðåáóåò  çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ 
çàòðàò, ÷òî èíîãäà äåëàåò íåâîçìîæíûì ïðîöåññ åå âîññòàíîâëåíèÿ. 
Ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè íå ïî çíà÷åíèÿì åå íà ñåòêå 
ïàðàìåòðîâ, à ïî ìåíüøåìó êîëè÷åñòâó  âû÷èñëåíèé åå çíà÷åíèé áûëà è 
áóäåò àêòóàëüíîé, íåçàâèñèìî îò ñêîðîñòè îáðàáîòêè èíôîðìàöèè 
ñîâðåìåííûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ñðåäñòâàìè. 

Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè [6,7] ïîçâîëÿåò ïðèáëèæåííî 
ïðåäñòàâëÿòü ôóíêöèþ ïî ðåçóëüòàòàì åå ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ â âèäå 
ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé 
ïåðåìåííîé. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðåäñòàâèòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (3)-(4) â âèäå 
ïðîñòûõ èíæåíåðíûõ ôîðìóë, óäîáíûõ äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé èëè 
ïåðåìåùåíèé óïðóãîé ñðåäû ïðè êðàòêîâðåìåííîé ðàçãðóçêå ñ 
ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè.  

Ìåòîä ðåøåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ 
ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè [6,7]. Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, 
÷òî ôóíêöèþ, çàäàííóþ â òàáëè÷íîé ôîðìå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â 
àíàëèòè÷åñêîé âèäå – âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ 
çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé.  

Ïóñòü â îáùåì âèäå ðåøåíèå (3)-(4) ïðåäñòàâëåíî â âèäå ôóíêöèè 

� � � �� 1 2, ... nF X F x x x , îïðåäåëåííîé è íåïðåðûâíîé â çàìêíóòîé îáëàñòè D . 

Ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ F îãðàíè÷åíà è èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî 
ïîðÿäêà, îãðàíè÷åííûå â îáëàñòè D. Òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè 

� �� �0 0 0
0 1 2, ,. nX x x x D  ôóíêöèÿ � �F X  ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå [6,7]: 

 
� � � � � ��

�
� 

n

i
iin xgxxXF

1
1,..., !"

, (5) 
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ãäå � �i ig x  – ôóíêöèè àïïðîêñèìàöèè äëÿ 1 2, ,..., nf f f , çàäàííûõ â òàáëè÷íîé 

ôîðìå. 
Óêàçàííûå ôóíêöèè îáðàçîâûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

� � � �� 0 0
1 1 1 1, ,..., nf x F x x x , � � � �� 0 0

2 2 1 2, ,..., nf x F x x x , …, � � � �� 0 0
1 2, ,...,n n nf x F x x x .  

Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòè÷åñêèé îïûò, ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè 

� � � �� 1 2, ... nF X F x x x  â îêðåñòíîñòè òî÷êè � �� �0 0 0
0 1 2, ,. nX x x x D  çà÷àñòóþ 

èìååò äîñòàòî÷íóþ äëÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ òî÷íîñòü íà âñåé îáëàñòè 
îïðåäåëåíèÿ D.  

Àëãîðèòì ðàáîòû ìåòîäà ñîñòîèò â âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ ýòàïîâ: 

Ýòàï 1. Âûáèðàåì òî÷êó � �� �0 0 0
1 2, ,..., ,nM M x x x M D ; 

Ýòàï 2. Îáðàçóåì ôóíêöèþ � � � �� 0 0
1 1 1 2, ,..., nf x F x x x ; 

Ýòàï 3. Íàõîäèì ôóíêöèþ � �1 1g x , êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåò ôóíêöèþ 

� �1 1f x  íàèëó÷øèì îáðàçîì; 

Ýòàï 4. Íàõîäèì ôóíêöèþ � �#1 1x  ñîãëàñíî ñ ôîðìóëîé (5): 

 � � � �# !�1 1 1 1 1x g x , 

ãäå !1 – êîýôôèöèåíò àïïðîêñèìàöèè. 
Ýòàï 5. Îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè Ì èç ðàâåíñòâà 

� � � �# 1 1 1F x x . 

Ïîâòîðÿÿ äåéñòâèÿ, ïðèâåäåííûå â ýòàïàõ 2-5 äëÿ ïåðåìåííûõ 

x2,x3,…,xn, ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè � �F X . 

Òàê, ñîãëàñíî (5), äëÿ x2 ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèè � �# 1 2,x x  ïðèîáðåòàåò 

âèä: 

 � � � � � �# !�2 1 2 2 1 1 2 2,x x g x g x , 

ãäå 
� �

� �
! �

0 0 0
1 2

2 0
1 1

, ,... nF x x x

g x
. 

Äëÿ ïåðåìåííîé x3 áóäåì èìåòü ñîîòâåòñòâåííî: 

 � � � � � � � �# !�3 1 2 3 3 1 1 2 2 3 3, ,.x x x g x g x g x , 

ãäå êîýôôèöèåíò àïïðîêñèìàöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 
!! � 2

3 0
2 1( )g x

. 

Ïîâòîðÿÿ ýòàïû 2-5 ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ ïåðåìåííûõ � �� 2,jx j n , 

ïîëó÷èì èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå: 

 � � � � � � � � � �# ! �1 2 1 2 1 1 2 2, , ,..., , , ,..., ...n n n n nF x x x x x x x x g x g x g x , 

ãäå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ àïïðîêñèìàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 

 
!

! �

� �

� 1

1 1

j
j

j jg x
. 
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Çàìå÷àíèÿ: 

1. Âûáîð òî÷êè � �� �0 0 0
1 2, ,..., ,nM M x x x M D  ñóùåñòâåííûì îáðàçîì 

âëèÿåò íà âèä âîññòàíîâëåííîé ôóíêöèè è çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ èñõîäíîé 
ôóíêöèè â åå îêðåñòíîñòè. Â ñëó÷àå âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé, òîïîãðàôèè 
êîòîðûõ íåèçâåñòíû, ïðåäëàãàåòñÿ âûáèðàòü îïîðíóþ òî÷êó â öåíòðå 
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, òî åñòü êîîðäèíàòû åå îïðåäåëÿòü ïî ôîðìóëå 

 
�

�
2

j j
j

b a
x , 

ãäå aj, bj ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íà÷àëî è êîíåö èíòåðâàëà èçìåíåíèé 
ïàðàìåòðà xj.  

2. Ñìûñë âûïîëíåíèÿ ýòàïà 2 ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè ôóíêöèé fi â 
òàáëè÷íîé ôîðìå. Åñëè èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ íå çàäàíà â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, 
òî íåîáõîäèìî îðãàíèçîâàòü åå âû÷èñëåíèå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ñ îïðåäåëåííûì øàãîì. Âûáîð âåëè÷èíû øàãîâ 
ïåðåìåííûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè ñóùåñòâåííûì îáðàçîì 
âëèÿåò íà òî÷íîñòü åå ïðåäñòàâëåíèÿ. Âûáîð øàãîâ ïåðåìåííûõ çàâèñèò îò 
âûáîðà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè è çíàíèé èññëåäîâàòåëÿ î 
ôèçè÷åñêèõ îñîáåííîñòÿõ èçó÷àåìîãî ïðîöåññà. 

Òàêèì îáðàçîì, èìåÿ ïðîñòîé àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé, 
çàäàííûõ â òàáëè÷íîé ôîðìå, îñòàåòñÿ òîëüêî ïðèìåíèòü åãî äëÿ 
ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìóë (3)-(4) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé. 

Â ìåòîäå ïîñëåäîâàòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè íåò îãðàíè÷åíèé íà âûáîð 
êëàññà ôóíêöèé, ñîñòàâëÿþùèõ ïðîèçâåäåíèå. Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå 
äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé íà ïðàêòèêå ïîëó÷èë 
êëàññ ñòåïåííûõ ôóíêöèé. Îñíîâíûìè ïðåèìóùåñòâàìè òàêîãî 
ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ, âî-ïåðâûõ – âîçìîæíîñòü âûïîëíèòü îöåíêó 
ñòåïåíè âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ íà ñàìó ôóíêöèþ, âî-âòîðûõ – îïðåäåëèòü 
ñîîòâåòñòâèå ôèçè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ ïîëó÷åííîé çàâèñèìîñòè ñâîéñòâàì 
èñõîäíîé ôóíêöèè ïðîöåññà. Â ñâÿçè ñ îòìå÷åííûìè îñîáåííîñòÿìè áóäåì 
èñêàòü ïðåäñòàâëåíèå èñõîäíîé ôóíêöèè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåííûõ 
ôóíêöèé. 

Â êà÷åñòâå ôóíêöèè, ïðåäñòàâëåíèå êîòîðîé ìû èùåì, âîçüìåì 
âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíûõ ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé â ïåðâîé ïîëóâîëíå 
åå èçìåíåíèÿ, îòíåñåííîé ê âåëè÷èíå ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû âíóòðåííåé 

íàãðóçêè 0q : 

 � �!! !	 	 	 �� � � � 31 2
0 0/r r c pq t r , (6) 

ãäå ! ! !1 2 3, ,  – ïîêàçàòåëè ñòåïåíè ôóíêöèé èññëåäóåìûõ ïàðàìåòðîâ. 

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ çàäàíà èíòåðâàëàìè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ: 
– èíòåðâàë èçìåíåíèÿ âíóòðåííåãî ðàäèóñà öèëèíäðè÷åñêîé 

ïîëîñòè r0 – 0,05$0,5 ì;  

– ñêîðîñòü óïðóãîé âîëíû �p  – 100$2000 ì/ñ; 

– âðåìÿ ñáðîñà íàãðóçêè tc – 0,001$0,1 ñ. 
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Îïîðíàÿ òî÷êà � �� �0 0 0
1 2, ,..., ,nM M x x x M D  çàäàíà çíà÷åíèÿìè 

ïàðàìåòðîâ: âðåìÿ ñáðîñà �0 0,01 c;ct  ñêîðîñòü óïðóãîé âîëíû � �0 600 ì/ñp ; 

âíóòðåííèé ðàäèóñ �0
0 0,1 ì.r   

Âûïîëíèì ýòàïû 2-4 äëÿ ïåðâîãî ïàðàìåòðà tc. Èçìåíÿÿ ñ 
îïðåäåëåííûì øàãîì ïàðàìåòð tc, âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé 

ôóíêöèè 	 r . Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè % &	,c rt  íàéäåì ôóíêöèþ 

àïïðîêñèìàöèè � �1 cg t  â âèäå: � � !� 1
1 1c cg t a t , ãäå �1 0,00020186a ; 

! � �1 0,944. 

Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âûïîëíåíèÿ ýòèõ ýòàïîâ ïðåäñòàâëåíî íà 
ðèñ. 3. 

Òàêèì îáðàçîì, áåçðàçìåðíûå ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ îò âðåìåíè 
ñáðîñà íàãðóçêè tc áóäóò èìåòü âèä:  

 � � !	 � # � 10 0
0 1 1, , ( )r c p c ct r t a t . (7) 

Ôîðìóëó (7) óæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ðàñ÷åòàõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ 
ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé â çàâèñèìîñòè îò ðàçëè÷íîãî  âðåìåíè ñáðîñà 

(äëÿ ôèêñèðîâàííûõ â îïîðíîé òî÷êå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ �0
p  è 0

0r ). 

 
Ðèñ. 3. Ôóíêöèÿ � �1 cf t  â òàáëè÷íîé ôîðìå è ôóíêöèÿ åå àïïðîêñèìàöèè 

Âûïîëíèì ýòàïû 2-4 äëÿ âòîðîãî ïàðàìåòðà vp. Èçìåíÿÿ ñ 
îïðåäåëåííûì øàãîì ïàðàìåòð vp, âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé 

ôóíêöèè 	 r . Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè % &� 	,p r  íàéäåì ôóíêöèþ 

àïïðîêñèìàöèè � �2 pg v  â âèäå: � � !� 2
2 2p pg v a v  ãäå �2 0,091318a ; ! � �2 0,957 . 

Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âûïîëíåíèÿ ýòèõ ýòàïîâ ïðåäñòàâëåíî 
íà ðèñ. 4. 
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Ðèñ. 4. Ôóíêöèÿ � �2 pf v  â òàáëè÷íîé ôîðìå è ôóíêöèÿ åå àïïðîêñèìàöèè 

Òàêèì îáðàçîì, áåçðàçìåðíûå ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ îò  âðåìåíè 

ñáðîñà ct  íàãðóçêè è ñêîðîñòè óïðóãîé âîëíû vp áóäóò èìåòü âèä: 

 � � ! !	 � # � � � 1 20 0
0 2 2, , ( , )r c p c p c pt r t a t . (8) 

Ôîðìóëó (8) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ÷àñòíûõ ðàñ÷åòîâ íàïðÿæåíèé 
ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè âíóòðåííåãî ðàäèóñà r0. 

Âûïîëíèì ýòàïû 2-4 äëÿ òðåòüåãî ïàðàìåòðà r0. Èçìåíÿÿ ñ 
îïðåäåëåííûì øàãîì ïàðàìåòð r0, âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé 

ôóíêöèè 	 r . Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè % &	0, rr  íàéäåì ôóíêöèþ 

àïïðîêñèìàöèè � �3 0g r  â âèäå: � � !� 3

3 0 3 0g r a r  ãäå !� �3 30,91729; 1,01a . 

Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âûïîëíåíèÿ ýòèõ ýòàïîâ ïðåäñòàâëåíî 
íà ðèñ. 5. 

 
Ðèñ. 5. Ôóíêöèÿ � �3 0f r  â òàáëè÷íîé ôîðìå è ôóíêöèÿ åå àïïðîêñèìàöèè 



“Ñó÷àñí³ ïðîáëåìè ìåòàëóðã³¿”, ¹ 14 – 2011 

ISSN 1991-7848  47 

Òàêèì îáðàçîì, áåçðàçìåðíûå ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ îò  âðåìåíè 
ñáðîñà tc íàãðóçêè è ñêîðîñòè óïðóãîé âîëíû vp è âíóòðåííåãî ðàäèóñà r0 

áóäóò èìåòü âèä:  

 � � !! !	 � # � � � 31 20 0
0 3 0 3 0, , ( , , )r c p c p c pt r t r a t r . (9) 

Îêîí÷àòåëüíóþ ôîðìóëó (9) äëÿ ðàñòÿãèâàþùèõ ðàäèàëüíûõ 
íàïðÿæåíèé îò âñåõ èññëåäóåìûõ ïàðàìåòðîâ çàïèøåì â âèäå: 

 	
�

�
�

�

1,0 1,01
0 0

0,957 0,944
0,917r

p c

q r

t
. (10) 

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå áëèçîñòü âñåõ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé 
èññëåäóåìûõ ïàðàìåòðîâ ê åäèíèöå â âûðàæåíèè (10), ïîëó÷èì áîëåå 
óäîáíóþ ôîðìóëó äëÿ ðàñ÷åòîâ ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé íà âíóòðåííåì 
êîíòóðå öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè â ïåðâîé ïîëóâîëíå èçìåíåíèÿ 
íàïðÿæåíèé â âèäå: 

 	
�

�
�

�
0 00,9r
p c

q r

t
. (11) 

Âûïîëíåíî ñðàâíåíèå îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé íàïðÿæåíèé, 
âû÷èñëÿåìûõ ïî ôîðìóëàì (10) è (11), ñ òî÷íûì ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ïî 
ìåòîäó èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå [5]. Àíàëèç ïîãðåøíîñòåé 
ðåøåíèÿ (10) ïîêàçàë: ñðåäíÿÿ ïîãðåøíîñòü äëÿ âðåìåíè ñáðîñà tc íå 
ïðåâûøàåò 3,8 %, äëÿ ñêîðîñòè óïðóãîé âîëíû vp – 2,0%, äëÿ âíóòðåííåãî 
ðàäèóñà r0 – 4,3%.   

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ñðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé 
íàïðÿæåíèé, âû÷èñëÿåìûõ ïî ôîðìóëå (11), ñ òî÷íûì ðåøåíèåì, 
ïîëó÷åííûì ïî ìåòîäó èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ïîêàçàë, ÷òî 
ñðåäíÿÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äëÿ âðåìåíè ñáðîñà íå ïðåâûøàåò 2,7 
%, äëÿ ñêîðîñòè óïðóãîé âîëíû – 2,2%, à äëÿ âíóòðåííåãî ðàäèóñà – 4 %. 

Ïðàâèëüíîñòü ôèçè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ (11) 
íåñëîæíî ïîäòâåðäèòü íà îñíîâàíèè òåîðèè ðàçìåðíîñòè. 

Ñîãëàñíî òåîðèè ðàçìåðíîñòè, íåèçâåñòíóþ âåëè÷èíó ðàäèàëüíûõ 
íàïðÿæåíèé íà âíóòðåííåì ðàäèóñå öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè ìîæíî 
ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåííûõ ôóíêöèé [8]: 

 	 �� � � � �1 0 0
p q r k

r p ca q r t , (12) 

ãäå p, q, r, k – íåèçâåñòíûå ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé; a1 – áåçðàçìåðíûé 
êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ïðèðàâíèâàÿ ðàçìåðíîñòè â ëåâîé è 
ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ (12), ïîëó÷èì: 

 � � � � �� � � � � � � � �2 1 2p p p q r r kM T L M T L L L T T . (13) 
Ñîñòàâèì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè: 

 � 1p ;  (14) 
 � � � � �2 2p r k ; (15) 
 � � � � �1 p q r . (16) 
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Èìååì òðè óðàâíåíèÿ è ÷åòûðå íåèçâåñòíûõ ïîêàçàòåëÿ, ïîäëåæàùèõ 
îïðåäåëåíèþ. Èç óðàâíåíèÿ (14) ñðàçó ïîëó÷àåì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïðè q0, 
îí ðàâåí åäèíèöå. 

Èç óðàâíåíèÿ (15) ñëåäóåò, ÷òî ïîêàçàòåëè ñòåïåíè ïðè vp è tc 
îäèíàêîâû – r = k. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè âëèÿíèè âíóòðåííåãî ðàäèóñà r0 
ïðèíèìàåì, ñîãëàñíî ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëàì (3), (4), ðàâíûì åäèíèöå q = 1. 
Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàâøèåñÿ ïîêàçàòåëè ñòåïåíè èç (16) ïðè vp è tc ðàâíû, 
ò.å. r = k = -1. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëüíîñòü âûáîðà îñíîâíûõ ïîêàçàòåëåé 
ñòåïåíåé â ôîðìóëå (11) ïîäòâåðæäàåòñÿ òåîðèåé ðàçìåðíîñòè. Îäíàêî 
ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî òåîðèÿ ðàçìåðíîñòè íå âñåãäà äàåò âîçìîæíîñòü 
íàéòè êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ñâÿçóþùèé ïåðåìåííûå. Ïðè 
èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè îí íàõîäèòñÿ 
ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûì ïóòåì.  

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ ñòðóêòóðà ôîðìóëû (11) ïîëíîñòüþ 
ïîäòâåðæäåíà òåîðèåé ðàçìåðíîñòåé, íîñèò õàðàêòåð çàêîíîìåðíîñòè äëÿ 
óïðóãèõ ñðåä, ñïðàâåäëèâà â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ èññëåäóåìûõ 
ïàðàìåòðîâ è íå íîñèò õàðàêòåð ÷àñòíîé çàâèñèìîñòè. 

Âûâîäû:  

Ïðîâåðêà ïîãðåøíîñòåé ïðèáëèæåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ôóíêöèé â 
àíàëèòè÷åñêîì âèäå, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîé 
àïïðîêñèìàöèè [6,7], ïîäòâåðäèëà âûñîêóþ äëÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ 

òî÷íîñòü â îêðåñòíîñòè âûáðàííîé òî÷êè � �1 2, ,...,m m m
nM x x x  è õîðîøóþ íà 

âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ çàäà÷è äàåò îñíîâàíèÿ 
íàäåÿòüñÿ íà ýôôåêòèâíîå åãî èñïîëüçîâàíèå äëÿ øèðîêîãî êëàññà 
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå «÷åðíîãî ÿùèêà». 

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè 
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëîæíîãî ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ïîçâîëèëî  
ïîëó÷èòü ïðîñòóþ ôîðìóëó, ñâÿçóþùóþ óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ìàññèâà, 
ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû óïðóãîé ñðåäû è ïàðàìåòðû íàãðóæåíèÿ. 
Ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííûì ðåøåíèåì, ëåãêî ïðîèãðûâàòü ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè 
ïðè ñáðîñå âíóòðåííåé íàãðóçêè, âàðüèðóÿ ïàðàìåòðàìè â äèàïàçîíå èõ 
èçìåíåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íóæíîé âåëè÷èíû ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé. 
Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè íå òîëüêî ïîçâîëÿåò ñ äîñòàòî÷íî 
âûñîêîé òî÷íîñòüþ óñòàíîâèòü ñòåïåíü âëèÿíèÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà, íî è 
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ñâÿçûâàþùèé âñå 
ïåðåìåííûå ïðè ëþáîì èõ êîëè÷åñòâå, ÷òî âåñüìà òðóäíî ñäåëàòü, 
ïîëüçóÿñü òåîðèåé ðàçìåðíîñòè.  
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