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Ïðåäñòàâëåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 
ïîèñêà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ. Èññëåäóåòñÿ ñõîäèìîñòü 
àëãîðèòìà è ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. 
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àëãîðèòìó ³ ïðåäñòàâëåí³ ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ. 
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A method of constructing an auxiliary function for solving the problem of finding the 
extremum of the function under constraints. We study the convergence of the 
algorithm and presents the results of numerical simulations. 

EXTREME, PENALTY FUNCTIONS, THE PARALLEL SPACE SEARCH 
ALGORITHMS. 

Ââåäåíèå 

Ìíîãèå çàäà÷è èíæåíåðíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ 
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ îïòèìàëüíîñòè íåêîòîðîé öåëåâîé 
ôóíêöèè. Ïðè èññëåäîâàíèè ñëîæíûõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ, ó÷èòûâàÿ 
ìóëüòèìîäàëüíîñòü è çàøóìëåííîñòü èññëåäóåìûõ ôóíêöèé, èñïîëüçîâàíèå 
îòäåëüíûõ ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ íå âñåãäà ïðèíîñèò æåëàåìóþ 
ýôôåêòèâíîñòü. Åñëè æå íà öåëåâóþ ôóíêöèþ íàëîæåíû îïðåäåëåííûå 
îãðàíè÷åíèÿ, òî ïîèñê ýêñòðåìóìà åùå áîëåå óñëîæíÿåòñÿ. 

Îñíîâíàÿ ÷àñòü. Ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé, êàê èçâåñòíî, èìååò 
ïðîñòóþ è óíèâåðñàëüíóþ ñõåìó ðåøåíèÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè íà 
ìíîæåñòâàõ, íå ñîâïàäàþùèõ ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì[1,2]. 

Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè èñõîäíîé çàäà÷è  
 �( ) infJ x ; �x E . 
ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ ìèíèìèçàöèè 

 �( ) inf,kÔ x  � �0; 0,1,...x Å k , 

ãäå ( )kÔ x  – íåêîòîðàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, à ìíîæåñòâî � 0E Å . Ïðè 

ýòîì ôóíêöèÿ ( )kÔ x  âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñ ðîñòîì k îíà ìàëî 

îòëè÷àëàñü îò èñõîäíîé ôóíêöèè J(x) íà ìíîæåñòâå Å  è áûñòðî 

âîçðàñòàëà íà ìíîæåñòâå 0Å \Å. Òàêèì îáðàçîì, áûñòðûé ðîñò ( )kÔ x  âíå 

E ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ïðè áîëüøèõ k íèæíÿÿ ãðàíü ýòîé ôóíêöèè íà 0Å  

áóäåò äîñòèãíóòà â òî÷êàõ, áëèçêèõ êî ìíîæåñòâó Å, ÷åì è äîñòèãàåòñÿ 
ïðèáëèæåíèå èñõîäíîé è âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷. 

Ðàçíîîáðàçèå øòðàôíûõ ôóíêöèé äàåò âîçìîæíîñòü âûáîðà 
âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè Ô(x) â âèäå, îáåñïå÷èâàþùèì ãëàäêîñòü, 
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âûïóêëîñòü è ò.ï., òî åñòü ïåðåôîðìóëèðóåò èñõîäíûå çàäà÷è â áîëåå 
ïðîñòûå è óäîáíûå äëÿ ïðèìåíåíèÿ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè. 
Îäíàêî â ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè øòðàôíûõ ôóíêöèé ìîãóò âñòðåòèòüñÿ 
ñåðüåçíûå òðóäíîñòè. Õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè 

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íîìåðàõ k èëè øòðàôóþùåãî êîýôôèöèåíòà kA  â 

çàäà÷àõ (1) è (2): 

 � � �( ) ( ) ( ) min,k kÔ x J x P x  � �; 0,1,...x Å k   (1) 

 
� �

� � �

�

� � �� �
1 1

( ) ( ),

( ) (max ( );0 ) ( ) , ,

k k

m s
pp

i i
i i m

P x A P x

P X g x g x x E
 (2) 

ãäå kA �0 (k=0,1,…), lim kA =�, p�1- íåêîòîðîå ÷èñëî. 

Îäíàêî, ñ óâåëè÷åíèåì k, ñâîéñòâà ôóíêöèè (1) âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ 
íà÷èíàþò óõóäøàòüñÿ: ôóíêöèÿ ñòàíîâèòüñÿ îâðàæíîé, ïîÿâëÿþòñÿ 
äîïîëíèòåëüíûå ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû è ò.ï. Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è 

ìèíèìèçàöèè J(x)�min èìååò íåäîñòàòî÷íî õîðîøåå ïðèáëèæåíèå, òî 
ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü òàêèå ñïåöèàëüíûå ìåòîäû, ÷òîáû ÷èñëåííîå 
ðåøåíèå íå áûëî î÷åíü òðóäîåìêèì è îáåñïå÷èâàëî ñõîäèìîñòü ïðîöåññà. 

Êàê èçâåñòíî, çàäà÷à ïîèñêà óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ïðè 
îãðàíè÷åíèÿõ â âèäå ðàâåíñòâ:  
  J(x)�min, (3) 
  h(x)=0. 
ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å (1) áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè: 

 � � �( ) ( ) ( ) min,k kÔ x J x P x  (4) 

 	� 
 �2 ( ), ,k kP h X x E   

 	 � 0k . 
Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ñèììåòðèè, ðàçâèòûå â ðàáîòå [4], [5], [6] äàåò 

âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ 
ðåøåíèÿ çàäà÷è (4). 

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè (4) 
îñóùåñòâèì ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîé âûïóêëîé, ñèììåòðè÷åñêîé 
îòíîñèòåëüíî âåêòîðíûõ àðãóìåíòîâ à è b, ôóíêöèè Ô(à,â) â âèäå: 

 � 
� � � � 
 � 
� �( , ) 0,5 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T TÔ a b a b a b grad f a gradf a grad f b gradf b . (5)  

Ðåàëèçîâàâ äâèæåíèå èçîáðàæàþùèõ òî÷åê à è b ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè 

ôóíêöèè Ô(à,b) èç ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ 0 0( , )à b  , â ñèëó 

âûïóêëîñòè ôóíêöèè óäàñòñÿ çíà÷èòåëüíî ïðèáëèçèòüñÿ ê 
,

min ( , )
a b

Ô a b . Â 

ïîñòðîåíèè ôóíêöèè Ô(à,b) ñîäåðæèòñÿ øòðàôóþùåå ñëàãàåìîå 

� �( ) ( )Ta b a b , êîòîðîå çàñòàâëÿåò èçîáðàæàþùèå òî÷êè ñáëèæàòüñÿ äðóã ñ 

äðóãîì. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) èñïîëüçóåòñÿ äâîéíîé 
ñòðóêòóðíûé (4) è (5) øòðàô. 

Äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Ô(à,b) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí àëãîðèòì 
íåïðåðûâíîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà [1], [2] â âèäå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà: 
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 ��

�
� � 
 �

�1

( )
, 1,2,...,i i

k k k i xn

Ô x
x x i n

x
, (6) 

 �k >0, k=0,1,… 
èëè ñîîòâåòñòâóþùåé (6) ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:  

 

�
� � 
 �

�

�
� � 
 � �

�

0

0 0

( , )
; (0) ,

( , )
; (0) ;

i
i i

i

i
i i i

i

da Ô a b
k a a

dt a

db Ô a b
k b b a

dt b

 (7) 

ãäå k>0,1�i�n. 
Èññëåäóåì ïðîöåäóðû (4), (5) è (7) äëÿ ïîèñêà ýêñòðåìóìà 

êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïðè îãðàíè÷åíèè â âèäå ðàâåíñòâà: 

 � � � � �2 2
1 2 1 2 1 2( , ) 5 20 6 27J x x x x x x , 

 � � � �1 2 1 2( , ) 1 0h x x x x .  (8) 
Ïðåîáðàçóåì çàäà÷ó (8) â çàäà÷ó (4): 

 	� � � � � � � � �2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2( , ) 5 20 6 27 ( 1) minÔ x x x x x x x x  . (9) 

Ãðàôèê ïîâåðõíîñòè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè (9) ñ ëèíèÿìè óðîâíÿ äëÿ 
çíà÷åíèÿ 	 � 0,1 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.1. 

M

 
Ðèñ.1 Ãðàôèê ïîâåðõíîñòè ôóíêöèè (9) ïðè 	 � 0,1 

Ñòðîèì äëÿ ôóíêöèè (9) âñïîìîãàòåëüíóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ 
(5): 

 
	 	

� 
 � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �

2 2 2
1 2 1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

( , , , ) 0,5 ( ( ) ( ) (5 20 6 27

( 1) (5 20 6 27 ( 1) ),

Ô a a b b q a b q a b a a a a

a a b b b b b b
 

ãäå 1q >0, 2q >0. 

Ñîãëàñíî àëãîðèòìó (7), ïîëó÷àåì äâå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé: 

 
	 	

	 	

� � � � � � � �

� � � � � � � �

1
1 1 1 1 1 2

1
1 1 1 1 1 2

( 5) ( ( ) 10 ),

( 5) ( ( ) 10 );

da
ka q k q b a a

dt
db

kb q k q a b b
dt

 (10) 
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ïðè óñëîâèè � � �1 10 1 10 10(0) ; (0)a a b b a . 

 
	 	

	 	

� � � � � � � �

� � � � � � � �

2
2 2 2 2 1 2

2
2 2 2 2 1 2

( 1) ( ( ) 3 )

( 1) ( ( ) 3 )

da
ka q k q b a a

dt
db

kb q k q a b b
dt

 (11) 

ïðè óñëîâèè � � �2 20 2 20 20(0) , (0)a a b b a . 

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ñáëèæåíèÿ 

òî÷åê � �1 2,a a  è 1 2( , )b b , ïîëó÷èì, âû÷èòàÿ èç ïåðâûõ óðàâíåíèé ñèñòåì (10) 

è (11) âòîðûå óðàâíåíèÿ:  

 
	 	

	 	

�
� � � � � � �

�
� � � � � � �

1 1
1 1 1 2 2

2 2
2 2 2 1 1

( )
( )( 2 5 ) ( ),

( )
( )( 2 ) ( );

d a b
a b kq k k k a b

dt
d a b

a b kq k k k a b
dt

 (12) 

ãäå � � � � � �1 1 10 10 2 2 20 20(0) (0) , (0) (0)a b a b a b a b . 

Îáîçíà÷èâ: � �1 1 ,a b y  � �2 2 ,a b z ïîëó÷èì ñèñòåìó 

 
	 	

	 	

� � � � �

� � � � �

1

2

( 2 5 ) ,

( 2 ) ;

dy
y kq k k k z

dt
dz

z kq k k k y
dt

 (13) 

Ñîñòàâèì ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ñèñòåìû (13): 

 
	

	
� � �

�
�

12 5kq k k
A

k
   

	
	

�
� � �22

k

kq k k
. (14) 

Òàê êàê 
� 
� 


� 
 � �� �
� � � �

0

0

yy
Ô

z z
 èìååì �� 
 1jtÔ R e R , òî äëÿ ìàòðèöû (14) 

ïîëó÷àåì: 

 
� 	

�
	
� � �

� � 12 5kq k k
E A

k
 
	
� 	� � �22

k

kq k k
 (15) 

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìàòðèöû (15) èìååò âèä: 

� � � � � � � �� 	 	 � 	 	 	� 
 � 
� � � � � � � � � � � � �� � � �
2 2 2

1 2 1 22 5 2 2 5 2 0kq k k kq k k kq k k kq k k k ,  

äëÿ êîòîðîãî �Re i <0, ÷òî ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîå ñáëèæåíèå 

èçîáðàæàþùèõ òî÷åê � �1 1 0,a b  � �2 2 0.a b  

Â ñèëó âûïóêëîñòè ôóíêöèè (9) àëãîðèòì îáåñïå÷èò äîñòèæåíèå 
ìèíèìóìà âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè Ô(à,b) êîòîðûé áóäåò áëèçîê ê 
ìèíèìóìó ôóíêöèè (8). 

Ïîäîáíî øòðàôíûì ôóíêöèÿì, áàðüåðíûå ôóíêöèè ïîçâîëÿþò 

ïðåîáðàçîâàòü çàäà÷ó óñëîâíîé îïòèìèçàöèè �( ) infJ x ; �x E  â çàäà÷ó 

áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè �( ) inf,kÔ x  �� �/ ; 1,2,...x Å k ., ãäå � � E  –

ïîäìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíà íåêîòîðàÿ áàðüåðíàÿ ôóíêöèÿ.  
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Çàäà÷à ïîèñêà óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ â 

âèäå íåðàâåíñòâ:  

 J(x)�min, (16) 
 q(x)�0, 
ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè ìåòîäîì áàðüåðíîé 

ôóíêöèè [3]: 

 �� � �( ) ( ) ( ) min,k kÔ x J x B x  (17) 

ãäå � ��k -ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ, Â(x) – 

áàðüåðíàÿ ôóíêöèÿ, íåîòðèöàòåëüíàÿ è íåïðåðûâíàÿ â îáëàñòè � ��: ( ) 0x q x  

è ñòðåìÿùàÿñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå îáëàñòè 

� ��: ( ) 0x q x . 

Òèïè÷íàÿ áàðüåðíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä:  

 
�

�
� �

1

1
( )

( )

m

i i

B x
q x

. (18) 

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (16) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê âèäó:  

 �
�

�
� � ��

1

1
( ) ( ) min.

( )

m

k k
i i

Ô x J x
q x

 (19) 

Åñëè â çàäà÷å óñëîâíîé îïòèìèçàöèè ïðèñóòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ â âèäå 

ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ, òî äëÿ ìèíèìèçàöèè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü 

ñìåøàííóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ, èñïîëüçóþùóþ èäåè øòðàôíûõ è 

áàðüåðíûõ ôóíêöèé â âèäå: 

 �
	� �

�
� � � �� � 2

1 1

1 1
( ) ( ) ( ) min.

( )

m n

k k
i ii

Ô x J x h x
q x

 (20) 

Ïðèìåíèì îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ê ïîèñêó ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ïðè 

íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé äâóõ âèäîâ: 

 

� � � � �

� � � �

� � � � �

2 2
1 2

1 2

2 2
1 2

( ) ( 2) ( 1) min,

( ) 2 1 0,

( ) 0,25 1 0.

J x x x

h x x x

g x x x

 (21) 

Ñòðîèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ èñïîëüçóÿ 

ðàâåíñòâà (5) è (20) è ïðèìåíÿåì àëãîðèòì íåïðåðûâíîãî ãðàäèåíòíîãî 

ñïóñêà â âèäå (6) èëè (7). 

Äëÿ çíà÷åíèé 	 � 0,2 ; øàãå k=1; � �1 2 0,9q q 5 è ñòàðòîâûõ 

ïîëîæåíèé 1,9 è 0,7 ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2. 
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Ðèñ. 2 Ãðàôèê ïðîöåññà ìîäåëèðîâàíèÿ ïîèñêà ýêñòðåìóìà çàäà÷è (21) 

 
×èñëåííûå ðåçóëüòàòû îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷è (21) 

ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1. 

Òàáëèöà 1 

Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ôóíêöèè (21) â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ.2 
z i 1�
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Àëãîðèòì ïðîÿâëÿåò óñòîé÷èâóþ ñõîäèìîñòü ïàð èçîáðàæàþùèõ òî÷åê 

è äàåò âîçìîæíîñòü íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèè. 

Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ äëÿ îïòèìèçàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèé 

ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Åñëè ôóíêöèÿ èìååò ñëîæíûé ðåëüåô ïîâåðõíîñòè, òî 

äëÿ ìèíèìèçàöèè èìååò ñìûñë èñïîëüçîâàòü ïàðàëëåëüíîå ïðîñòðàíñòâî 

[4],[5],[6]. Äëÿ ýòîãî ñòðîèòñÿ äâå âñïîìîãàòåëüíûå ñèììåòðè÷åñêèå 

ôóíêöèè âèäà: 
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 � � � � � � � �� � 
 
 � � �1( , )
T

F a b a b Q a b f a f b , 

è 

 � � � � � � � �� � 
 
 � � �2( , )
T

F c d c d Q c d f c f d . (22) 

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîðû � �� ,
T

y a b è � �� ,
T

z c d äëÿ ïîñòðîåíèÿ 

íîâîé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè âèäà: 

 � � � � � � � �� � 
 
 � � �( , )
T

F y z y z Q y z f y f z , (23) 

ãäå ìàòðèöà Q îïðåäåëÿåòñÿ èç: 

 
� 

� � �

��
3

4

0

0

Q
Q

Q
 . 

Ïîäñòàâèâ â (23) âûðàæåíèÿ (22) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî: 

 
� � � � � � � � � �

� � � � � � �
1 2 3

4

( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

T T T

T

Ô a b c d a b Q a b c d Q c d a c Q a c

b d Q b d f a f b f c f d
 (24) 

Ïîèñê ýêñòðåìóìà ôóíêöèè (24) ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí àëãîðèòìàìè 
(6) èëè (7). 

Âûâîäû 

Ïðåäñòàâëåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè íà îñíîâå 
ïðèíöèïà ñèììåòðèè. Òåîðåòè÷åñêè äîêàçàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ñáëèæåíèå 
èçîáðàæàþùèõ òî÷åê ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè. 
Ïðîâåäåííîå ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïîäòâåðæäàåò ðåçóëüòàòû 
òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà ýêñòðåìóìà 
ôóíêöèè íà îñíîâå ñèìáèîçà ìåòîäîâ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ øòðàôîâ è 
ïðèíöèïîâ ñèììåòðèè. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðåêóðñèè äëÿ 
ðåøåíèÿ òàêîãî âèäà çàäà÷. Ïðîöåäóðà ïðîñòà â ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè 
è ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê øèðîêîìó êëàññó çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè. 
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