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Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìåòîä êàðêàñíûõ áëîêîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè 
êîìïîçèòíûõ ñðåä ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ êîìïîíåíòîâ ñðåäû. Ìåòîä 
ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ñëàáûõ è âûñîêèõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ãðàäèåíòàõ 
ñîñòîÿíèÿ ñðåäû. Ìåòîä âêëþ÷àåò ìàêðîìåõàíè÷åñêèé è ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíûé 
óðîâíè àíàëèçà. Èçëîæåíèå ìåòîäà ïðîèçâîäèòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå è 
ôîðìå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è. 
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Ïðåäñòàâëåíî ìåòîä êàðêàñíèõ áëîê³â ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ìåõàí³êè 
êîìïîçèòíèõ ñåðåäîâèù ïðè ìàëèõ ³ âåëèêèõ äåôîðìàö³ÿõ êîìïîíåíò³â 
ñåðåäîâèùà. Ìåòîä ìîæå çàñòîñîâóâàòèñÿ ïðè ñëàáêèõ ³ âèñîêèõ ìàêðîñêîï³÷íèõ 
ãðàä³ºíòàõ ñòàíó ñåðåäîâèùà. Ìåòîä âêëþ÷àº ìàêðîìåõàí³÷èé ³ ëîêàëüíî-
ñòðóêòóðíèé ð³âí³ àíàë³çó. Âèêëàäåííÿ ìåòîäó ïðîâîäèòüñÿ â äèôåðåíö³éí³é 
ôîðì³ ³ ôîðì³ åêñòðåìàëüíî¿ çàäà÷³. 

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ÑÅÐÅÄÎÂÈÙÅ ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÅ, ÑÅÐÅÄÎÂÈÙÅ ÊÓÑÊÎÂÎ-
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Is the method of frame blocks the numerical solution of the mechanics of composite 
media at small and large deformations of the components of the medium. The method 
can be used for weak and high gradients of macroscopic state of the environment. The 
method includes macromechanical and locally-structural levels of analysis. 
Presentation of the method is performed in a differential form and shape of the 
extremal problem. 

Keywords: COMPOSITE MEDIUM, PIECEWISE HOMOGENEOUS MEDIUM, 
POORLY-GRADED STATE, HIGH-GRADIENT STATE, MACROMECHANICAL 
LEVEL, MICROMECHANICAL LEVEL, SMALL DEFORMATION, LARGE 
DEFORMATION. 

Ââåäåíèå  

Ïðåäëîæåí ìåòîä âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêè êîìïîçèòíûõ ñðåä ñ 
âûñîêèìè ãðàäèåíòàìè ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ìàëûõ è 
áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ êîìïîíåíòîâ ìàòåðèàëà ñðåäû – ìåòîä êàðêàñíûõ 
áëîêîâ (ÌÊÁ). Ìåòîä âêëþ÷àåò äâà óðîâíÿ àíàëèçà, áàçèðóþùèõñÿ íà 
âûäåëåíèè äâóõ ñèñòåì (ìíîæåñòâ) ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñðåäû. 
Ìàêðîìåõàíè÷åñêèé (âåðõíèé, ïåðâûé) óðîâåíü àíàëèçà îñíîâûâàåòñÿ íà 
ðàçäåëåíèè êîìïîçèòíîé ñðåäû íà áëîêè, íàçûâàåìûå êàðêàñíûìè, è 
ââåäåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ñîâîêóïíîñòè êàðêàñíûõ òî÷åê. Â êà÷åñòâå 
êàðêàñíûõ òî÷åê ïðèíèìàþòñÿ âåðøèíû áëîêîâ, íà êîòîðûå ðàçäåëÿåòñÿ 
êîìïîçèòíàÿ ñðåäà. Êàðêàñíûå òî÷êè âûïîëíÿþò ðîëü ìàêðîòî÷åê – òî÷åê 

                                    
©  Àõóíäîâ Â.Ì., 2012 



«Ñó÷àñí³ ïðîáëåìè ìåòàëóðã³¿», ¹ 15 – 2012 

48  ISSN 1991-7848 

äèñêðåòèçàöèè âåðõíåãî óðîâíÿ àíàëèçà. Íà ìèêðîìåõàíè÷åñêîì (íèæíåì, 
âòîðîì) óðîâíå àíàëèçà äèñêðåòèçàöèè ïîäâåðãàþòñÿ (êàðêàñíûå) áëîêè 
ñðåäû. Ìíîæåñòâî êàðêàñíûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ïðè ýòîì ïîäìíîæåñòâîì 
ìèêðîòî÷åê – óçëîâûõ òî÷åê äèñêðåòèçàöèè íèæíåãî óðîâíÿ àíàëèçà. 
Ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìàì ìàêðî- è ìèêðîòî÷åê ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå 
ïîëÿ êàðêàñíûõ (ìàêðîñêîïè÷åñêèõ) è ìàòåðèàëüíûõ (âíóòðåííèõ) 
ïåðåìåùåíèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèÿ òî÷åê ñîîòâåòñòâóþùèõ 
ìíîæåñòâ â òåêóùåé êîíôèãóðàöèè ñðåäû. Ïîëå êàðêàñíûõ ïåðåìåùåíèé 
âûïîëíÿåò êëþ÷åâóþ (îïðåäåëÿþùóþ) ðîëü è ìåòîäîëîãè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ 
ïåðâè÷íûì, à ïîëå ìàòåðèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé, êàê ïðîèçâîäíàÿ ïîëÿ 
êàðêàñíûõ ïåðåìåùåíèé, – âòîðè÷íûì. Ìàêðîñêîïè÷åñêîå è ìàòåðèàëüíîå 
(ïåðâîãî è âòîðîãî óðîâíåé) ïîëÿ ïåðåìåùåíèé â óñëîâèÿõ âûñîêèõ 
ãðàäèåíòîâ ñîñòîÿíèÿ ñðåäû îïðåäåëÿþòñÿ íà áàçå äèôôåðåíöèàëüíîé èëè 
ýêñòðåìàëüíîé ôîðìóëèðîâîê ñòàòè÷åñêîé ëèáî äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è 
èññëåäîâàíèÿ ñðåäû. Ïðèìåíåíèå äâóõóðîâíåâîãî ïîäõîäà ïîçâîëèò 
îñóùåñòâèòü ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ àíàëèçà ñðåäû ïðè âûñîêèõ 
ãðàäèåíòàõ ñîñòîÿíèÿ, â òîì ÷èñëå â óñëîâèÿõ âíóòðåííåé ïîòåðè 
óñòîé÷èâîñòè è ïðîÿâëåíèé êðàåâîãî è êðîìî÷íîãî ýôôåêòîâ. 

1. Î êàðêàñíîé òåîðèè ñðåä ïðè  
ïëàâíûõ ãðàäèåíòàõ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ 

Â [1, 2] ïðåäñòàâëåíà êàðêàñíàÿ òåîðèÿ àðìèðîâàííûõ âîëîêíàìè ñðåä 
ïåðèîäè÷åñêîãî èëè êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ 
äåôîðìàöèÿõ. Òàêèå ñðåäû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòè áëîêîâ 
ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðóêòóðû èõ ìàòåðèàëà, òîïîëîãèÿ è ãåîìåòðèÿ êîòîðûõ íå 
ìåíÿþòñÿ èëè ìåíÿþòñÿ íåñóùåñòâåííî ñ ïåðåõîäîì îò îäíîãî áëîêà ê 
ñìåæíîìó ñ íèì äðóãîìó áëîêó. Áëîêè â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè ïðåäñòàâëÿþò 
ñîáîé ïàðàëëåëåïèïåäû, â îáùåì ñëó÷àå êîñîóãîëüíûå ñ ïëîñêèìè, 
íåçíà÷èòåëüíî èëè ñèëüíî èñêðèâëåííûìè ãðàíÿìè, ñîîòâåòñòâåííî 
ñëó÷àÿì ïðÿìûõ, ãëîáàëüíî (ñëàáî) èëè ëîêàëüíî èñêðèâëåííûõ âîëîêîí 
«áàçîâûõ» ñèñòåì àðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà ñðåäû. Òî÷êè â âåðøèíàõ áëîêîâ 
ìàòåðèàëà âûïîëíÿþò ðîëü «îïîðíûõ» òî÷åê àíàëèçà ñðåäû è íàçûâàþòñÿ 
êàðêàñíûìè òî÷êàìè ñðåäû. 

Òåîðèÿ èìååò äâóõóðîâíåâûé õàðàêòåð è ïîñòðîåíà íà áàçå 
îáúåäèíåíèÿ ìàêðî- è ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî ïîäõîäîâ â ìåõàíèêå 
êîìïîçèòîâ. Âî ãëàâó ïîñòðîåíèÿ ïîñòàâëåíî ïîëå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ 
ïåðåìåùåíèé, êàê èñõîäíîå êëþ÷åâîå ïîíÿòèå òåîðèè. Ïîëå 
ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé îïðåäåëÿåò ìàòåðèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ 
êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû è, âìåñòå ñ òåì, ñîäåðæàíèå ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî 
óðîâíÿ àíàëèçà. Ïîëå ìàòåðèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ìåòîäîëîãè÷åñêè 
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé îò ïîëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé è 
îïðåäåëÿåò ïåðåìåùåíèÿ â êîìïîíåíòàõ ìàòåðèàëà ñðåäû è, âìåñòå ñ òåì, 
ñîäåðæàíèå ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà. 

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðåäïîëàãàåò íåñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå 
ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà ñðåäû íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ 
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ñòðóêòóðíûõ áëîêîâ, êîãäà ñîñòîÿíèå ñðåäû íå ÿâëÿåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêè 
âûñîêîãðàäèåíòíûì (ñì. ðèñ. 1). Îáúåäèíåíèå ìàêðî- è 
ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî ïîäõîäîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ââåäåíèÿ óçëîâûõ 
òî÷åê ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà è âûäåëåíèÿ â èõ îêðåñòíîñòÿõ 
óçëîâûõ ñòðóêòóðíûõ áëîêîâ. Óçëîâûå áëîêè ìàòåðèàëà ñðåäû âûäåëÿþòñÿ 
òàê, ÷òî ïðè ýòîì äàííûå óçëîâûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ èõ ãåîìåòðè÷åñêèìè 
öåíòðàìè. Óçëîâûå áëîêè ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà òàêæå 
íàçûâàþòñÿ óçëîâûìè ìàêðîòî÷êàìè ñðåäû. Ïðîöåäóðà àíàëèçà ñðåäû íà 
áàçå ââåäåííîé ñåòêè óçëîâûõ áëîêîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåé 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íà ìàêðîìåõàíè÷åñêîì óðîâíå àíàëèçà ôîðìóëèðóåòñÿ 
ìàêðîêðàåâàÿ ñòàòè÷åñêàÿ èëè äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à, öåëüþ êîòîðîé 
ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêîãî (êàðêàñíîãî) ïîëÿ ïåðåìåùåíèé 
ñðåäû. Ìàêðîêðàåâàÿ (ãëîáàëüíàÿ) çàäà÷à ñòðîèòñÿ íà áàçå óðàâíåíèé 
ìàêðîñêîïè÷åñêîãî äâèæåíèÿ (èëè ðàâíîâåñèÿ) ñðåäû, âûðàæåííûõ â 
êîìïîíåíòàõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé. 
Ìàêðîñêîïè÷åñêîå ïîëå ïåðåìåùåíèé ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê 
çàäàþùåå ïåðåìåùåíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê – âåðøèí ñòðóêòóðíûõ áëîêîâ 
ñðåäû è, âìåñòå ñ òåì, ìàêðîñêîïè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ ñðåäû. 

  
Ðèñóíîê 1 – Ñõåìà àíàëèçà ñðåäû êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà ïðè áîëüøèõ 

äåôîðìàöèÿõ ñ ìàêðîñêîïè÷åñêè ïëàâíûìè ãðàäèåíòàìè ñîñòîÿíèÿ. Ïðåäñòàâëåíû 
ýëåìåíòû ñõåìû â èñõîäíîì (à) è äåôîðìèðîâàííîì (á) ñîñòîÿíèÿõ:  

1 – ñðåäà êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà; 2 – ãåîìåòðè÷åñêèå öåíòðû óçëîâûõ áëîêîâ 
ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà; 3 – óçëîâûå áëîêè ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî 

óðîâíÿ àíàëèçà (äëÿ òàêèõ áëîêîâ âûäåëåíû ýëåìåíòû ñòðóêòóðû);  
4 – êàðêàñíûå òî÷êè ñðåäû; 5 – óçëîâûå òî÷êè  

ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà. 
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Íà ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíîì, òàê íàçûâàåìîì ìèêðîìåõàíè÷åñêîì óðîâíå 
àíàëèçà, äëÿ óçëîâûõ áëîêîâ ñðåäû ôîðìèðóþòñÿ ìèêðîêðàåâûå çàäà÷è. 
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìèêðîêðàåâûõ çàäà÷ îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè 
êîìïîíåíò ìàêðîñêîïè÷åñêîé äåôîðìàöèè ïî ìåñòó äàííûõ áëîêîâ â ñðåäå 
(óçëîâûõ ìàêðîòî÷åê). Ìèêðîêðàåâûå çàäà÷è äëÿ óçëîâûõ áëîêîâ 
ôîðìóëèðóþòñÿ íà áàçå óðàâíåíèé ÌÄÒÒ äëÿ êîìïîíåíòîâ ìàòåðèàëà 
áëîêîâ. Ìèêðîêðàåâûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ñ ó÷åòîì óñëîâèé ñîâìåñòíîãî 
äåôîðìèðîâàíèÿ êîìïîíåíòîâ ìàòåðèàëà íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ äëÿ 
êàæäîãî èç óçëîâûõ áëîêîâ ñåòêè óçëîâûõ òî÷åê ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî 
óðîâíÿ àíàëèçà. Òàêèå òî÷êè òàêæå íàçûâàþòñÿ óçëîâûìè ìèêðîòî÷êàìè 
ñðåäû (áëîêîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòåðèàëà ñðåäû). Èñõîäÿ èç èíôîðìàöèè î 
ïîëÿõ âíóòðåííèõ (ìàòåðèàëüíûõ) ïåðåìåùåíèé ñðåäû ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò 
å¸ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé ïî ìåñòó óçëîâûõ áëîêîâ â çàâèñèìîñòè 
îò êîìïîíåíò èõ ìàêðîñêîïè÷åñêîé äåôîðìàöèè. Îñóùåñòâëåíèå äàííîé 
îïåðàöèè ïîçâîëÿåò çàìêíóòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ìàêðîêðàåâîé 
(ãëîáàëüíîé) çàäà÷è. Ââåäåííûå íà áàçå êàðêàñíîãî ïîëÿ ïåðåìåùåíèé 
ïîíÿòèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è ìàêðîñêîïè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé 
àêòóàëüíû êàê ïðè ìàëûõ, òàê è áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ êîìïîíåíòîâ 
ñòðóêòóðû, êîãäà ãðàíè áëîêîâ èñïûòûâàþò ñèëüíûå èñêðèâëåíèÿ è 
èçëàìûâàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçäåëà ñîñòàâëÿþùèõ êîìïîíåíòîâ (ñì. 
ïîäðîáíåå [2]). 

Ïðåèìóùåñòâîì äàííîãî îáúåäèíåíèÿ ìàêðî- è ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî 
ïîäõîäîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðèåé âçàèìîäåéñòâèÿ ìíîãèõ äåôîðìèðóåìûõ 
òåë (êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäû) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå àíàëèçà 
îáúåì âû÷èñëåíèé ìîæåò áûòü íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøå îáúåìà 
âû÷èñëåíèé âî âòîðîì ñëó÷àå àíàëèçà. Îáú¸ìû óêàçàííûõ âû÷èñëåíèé 
îòíîñÿòñÿ ìåæäó ñîáîþ òàê, êàê ñóììàðíûé îáúåì óçëîâûõ áëîêîâ ñðåäû 
îòíîñèòñÿ ê îáúåìó ñðåäû â öåëîì. Äàííîå ñîîòíîøåíèå çàâèñèò îò òîãî, â 
êàêîé ìåðå ñîñòîÿíèå ñðåäû èçìåíÿåòñÿ ñ ïåðåõîäîì îò îäíîãî áëîêà 
ñòðóêòóðû ê ñìåæíîìó ñ íèì äðóãîìó áëîêó. 

Ïðåèìóùåñòâîì ìàêðî-ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî ïîäõîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ 
ïîäõîäîì â ìåõàíèêå æåñòêèõ êîìïîçèòîâ, áàçèðóþùåìñÿ íà èäåå 
ãîìîãåíèçàöèè, ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà. 
Ìèêðîìåõàíè÷åñêèé óðîâåíü àíàëèçà ïîçâîëÿåò âûÿâëÿòü âíóòðåííèå ïîëÿ 
êîìïîçèòíîé ñðåäû è íà èõ îñíîâå îñóùåñòâëÿòü ïðî÷íîñòíîé àíàëèç – 
àíàëèç ðàçðóøåíèÿ ñðåäû, ÿâëÿþùèéñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè 
êîìïîçèòîâ. Îòìåòèì òàêæå è òî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ïîäõîä âåñüìà 
îðãàíè÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé 
ïðîöåäóðû àíàëèçà ñðåäû. Áëàãîäàðÿ óêàçàííûì îáñòîÿòåëüñòâàì 
ïðåäëîæåííûé ïóòü ìîäåëèðîâàíèÿ êîìïîçèòíîé ñðåäû ïðèîáðåòàåò 
ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü è ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íà ñîâðåìåííûõ 
êîìïüþòåðàõ äîñòàòî÷íî áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè. 

Íà áàçå êàðêàñíîé òåîðèè áûëè âûïîëíåíû èññëåäîâàíèÿ 
êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ñ îäíîìåðíûìè, äâóõìåðíûìè è 
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ïðîñòðàíñòâåííûìè ñõåìàìè àðìèðîâàíèÿ ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ 
äåôîðìàöèÿõ ìàòðèöû è âîëîêîí [3 – 5]. Äàííàÿ òåîðèÿ òàêæå ïîëó÷èëà 
ñâîå îáîñíîâàíèå íà îñíîâå ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòíûõ è äóáëèðóþùèõ 
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ðåçèíîêîðäíûõ ìàòåðèàëîâ [6, 7] è ðÿäà 
âîëîêíèñòûõ òåë ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ ìàòåðèàëîâ ìàòðèöû 
è âîëîêîí [8]. 

2. Óñëîâèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêè âûñîêîãðàäèåíòíîãî  
ñîñòîÿíèÿ ñðåäû 

Ïðè âûñîêèõ ãðàäèåíòàõ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ðåãóëÿðíî 
àðìèðîâàííîé ñðåäû ñ ïåðèîäè÷åñêèì èëè êâàçèïåðèîäè÷åñêèì ñòðîåíèåì 
â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè ïîëÿ ïåðåìåùåíèé, äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé 
(âíóòðåííèå ïîëÿ) çíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àþòñÿ äëÿ ñìåæíûõ áëîêîâ 
ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà ñðåäû. Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíà êàðòèíà 
âûñîêîãðàäèåíòíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîìïîçèòíîé ñðåäû ïåðèîäè÷åñêîãî 
ñòðîåíèÿ ïðè áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ âìåñòî êàðòèíû ïëàâíîãðàäèåíòíîãî 
äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû íà ðèñ.1. 

Â ñëó÷àå áîëüøèõ äåôîðìàöèé ñðåäû ïåðèîäè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ óñëîâèå 
âûñîêîãðàäèåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ íà ìàêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå ýêâèâàëåíòíî 
òîìó, ÷òî â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ñòðîåíèå ìàòåðèàëà ñðåäû 
ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî íåïåðèîäè÷åñêèì. Áëîêè ïðåäñòàâëåíèÿ 
ìàòåðèàëà, áóäó÷è ïàðàëëåëåïèïåäàìè (êâàçèïàðàëëåëåïèïåäàìè) â 
èñõîäíîì (îòñ÷åòíîì) ñîñòîÿíèè, â äåôîðìèðîâàííîé (òåêóùåé) ñðåäå 
ñòàíîâÿòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî íåïðàâèëüíûìè øåñòèãðàííèêàìè 
ñ ðàçíûìè ìåæäó ñîáîé äåôîðìàöèÿìè, èñêðèâëåíèÿìè è èçëîìàìè 
ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé. 

Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêè îðãàíèçîâàííîé ñðåäû ïîíÿòèå ìàêðîñêîïè÷åñêîãî 
ãðàäèåíòà ñîñòîÿíèÿ íå ñòîëü ÷åòêî îïðåäåëÿåòñÿ. Ñîñòîÿíèå ñðåäû 
ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîãî ñòðîåíèÿ ñ÷èòàåì ìàêðîñêîïè÷åñêè 
âûñîêîãðàäèåíòíûì, åñëè ñìåæíûå áëîêè ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðóêòóðû ñ 
îäèíàêîâûìè ìåæäó ñîáîé â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè ðàçìåðàìè (ðàññòîÿíèÿìè 
ìåæäó êàðêàñíûìè òî÷êàìè) â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ïîëó÷àþò 
ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèåñÿ ìåæäó ñîáîþ èçìåíåíèÿ ñâîèõ 
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ. Â ñëó÷àå áîëüøèõ äåôîðìàöèé ñòîõàñòè÷åñêîé 
ñðåäû äëÿ îöåíêè ãðàäèåíòíîñòè å¸ ñîñòîÿíèÿ íà ìàêðîóðîâíå ìîæíî 
ñîïîñòàâëÿòü ìåæäó ñîáîé ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðíûå ðàçìåðû å¸ 
ñìåæíûõ áëîêîâ â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. 

Âûñîêîãðàäèåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ðåàëèçóþòñÿ âîçëå ãðàíè÷íîé 
ïîâåðõíîñòè ñðåäû â âèäå êðàåâûõ è êðîìî÷íûõ ýôôåêòîâ, âîçëå 
ïîâåðõíîñòåé ðàçäåëà îáëàñòåé ñðåäû ñ ðàçíûìè ñòðîåíèÿìè (ïîâåðõíîñòåé 
ðàçðûâà ïàðàìåòðîâ ñòðóêòóðû). Òàêèå ñîñòîÿíèÿ òàêæå ðåàëèçóþòñÿ â 
îáëàñòÿõ ñðåäû, íàõîäÿùèõñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ ïîâåðõíîñòíûõ è 
îáúåìíûõ ñèë ñ âûñîêèìè ãðàäèåíòàìè (îñòðûìè ïèêàìè) 
ìàêðîñêîïè÷åñêèõ èíòåíñèâíîñòåé, êîãäà äàííûå èíòåíñèâíîñòè 



«Ñó÷àñí³ ïðîáëåìè ìåòàëóðã³¿», ¹ 15 – 2012 

52  ISSN 1991-7848 

ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ ñ ïåðåõîäîì îò îäíîé áëîêà ìàòåðèàëà ñðåäû ê 
ñìåæíîìó ñ íèì äðóãîìó áëîêó. Ñîñòîÿíèå ñðåäû â òåõ îáëàñòÿõ, ãäå å¸ 
ñòðîåíèå ðåãóëÿðíîå, íî, âìåñòå ñ òåì, íåïåðèîäè÷åñêîå, ðàññìàòðèâàåì 
ìåòîäîëîãè÷åñêè òàêæå êàê ìàêðîñêîïè÷åñêè âûñîêîãðàäèåíòíîå. Òàêîå 
ñîñòîÿíèå ñîçäàåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ êðóãîâîãî òîëñòîñòåííîãî öèëèíäðà ñ 
ðåäêèì ðàñïîëîæåíèåì ïî îêðóæíîìó íàïðàâëåíèþ âîëîêîí ðàäèàëüíîé 
îðèåíòàöèè è ïî ðàäèàëüíîìó íàïðàâëåíèþ âîëîêîí îêðóæíîé îðèåíòàöèè. 

 
Ðèñóíîê 2 – Ñõåìà àíàëèçà ñðåäû êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà ïðè áîëüøèõ 

äåôîðìàöèÿõ ñ ìàêðîñêîïè÷åñêè âûñîêèìè ãðàäèåíòàìè ñîñòîÿíèÿ. Ïðåäñòàâëåíû 
ýëåìåíòû ñõåìû â èñõîäíîì (à) è äåôîðìèðîâàííîì (á) ñîñòîÿíèÿõ: 1 – ñðåäà 

êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà; 2 – áëîêè ñðåäû; 3 – êàðêàñíûå òî÷êè ñðåäû (óçëîâûå 
òî÷êè ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà); 4 – óçëîâûå òî÷êè 

ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà; (k)  – îäíà èç êàðêàñíûõ òî÷åê;  

 ek  – îäèí èç áëîêîâ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè (k) . 

Â óñëîâèÿõ âûñîêèõ ãðàäèåíòîâ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû 
ïåðåñòàþò áûòü àêòóàëüíûìè ââåäåííûå â [1, 2] ïîíÿòèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ 
äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, äåôîðìàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ 
ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà, áóäó÷è ïðîèçâîäíûìè ïîëÿ 
ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé, õàðàêòåðèçóþò äåôîðìàöèþ â öåëîì 
êàæäîãî èç áëîêîâ ñðåäû ïåðèîäè÷åñêîãî (êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî) ñòðîåíèÿ. 
Ïðè ìàëûõ ãðàäèåíòàõ ñîñòîÿíèÿ ñðåäû åå áëîêè ïðåòåðïåâàþò 
ìàêðîñêîïè÷åñêè àôèííóþ òðàíñôîðìàöèþ, ïðè êîòîðîé 
«ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ» ôîðìà ïàðàëëåëåïèïåäà ïðàêòè÷åñêè ñîõðàíÿåòñÿ â 
äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. Â ñëó÷àå âûñîêîãðàäèåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ 
ñðåäû ïåðèîäè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ôîðìà ïàðàëëåëåïèïåäîâ 
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å¸ áëîêîâ ñòðóêòóðû ïðè áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ íå ñîõðàíÿåòñÿ. Íî òîãäà 
ïîíÿòèå òåíçîðà ìàêðîñêîïè÷åñêîé äåôîðìàöèè, êàê îïðåäåëÿþùåå 
àôèííóþ äåôîðìàöèþ áëîêîâ ìàòåðèàëà, ê àíàëèçó äàííîãî ñîñòîÿíèÿ 
ñðåäû íåïðèìåíèìî. Ýòî ïîíÿòèå íåïðèìåíèìî è äëÿ âûñîêîãðàäèåíòíîãî 
ñîñòîÿíèÿ ñðåäû ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ, òàê êàê è â ýòîì ñëó÷àå èìåþò 
ìåñòî ñóùåñòâåííûå íàðóøåíèÿ óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè ïî ëîêàëüíûì 
ïåðåìåùåíèÿì (êàê ðàçíèöû ìàòåðèàëüíûõ è ìàêðîñêîïè÷åñêèõ 
ïåðåìåùåíèé). Âìåñòå ñ ïîíÿòèåì ìàêðîñêîïè÷åñêèõ äåôîðìàöèé 
ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì ê àíàëèçó ñðåäû è ïîíÿòèå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ 
íàïðÿæåíèé, êàê îñíîâàííîå íà ïåðâîì ïîíÿòèè (ñì. ïîäðîáíåå [1, 2]). 

Îäíàêî, ïîíÿòèå ïîëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ (êàðêàñíûõ) ïåðåìåùåíèé, 
êàê îïðåäåëÿåìîãî ïîëîæåíèÿìè êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû, îñòàåòñÿ 
àêòóàëüíûì è â óñëîâèÿõ âûñîêèõ ãðàäèåíòîâ åå ñîñòîÿíèÿ. Äàííîå 
ïîíÿòèå ïðèìåíèìî ê àðìèðîâàííûì ñðåäàì ðåãóëÿðíîãî è ñòîõàñòè÷åñêîãî 
ñòðîåíèé è êóñî÷íî-îäíîðîäíûì ñðåäàì ðåãóëÿðíîãî è íåðåãóëÿðíîãî 
ñòðîåíèé. 

3. Êîíöåïöèÿ ìåòîäà êàðêàñíûõ áëîêîâ 

Ïðè àíàëèçå íà áàçå ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà ñîñòîÿíèÿ 
äåôîðìèðóåìîé ñðåäû åå ñëåäóåò ðàçäåëèòü íà áëîêè (êàðêàñíûå áëîêè). Â 
êà÷åñòâå áëîêîâ ñðåäû ïåðèîäè÷åñêîãî èëè êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ 
öåëåñîîáðàçíî ïðèíèìàòü áëîêè, êîòîðûå ñîñòîÿò èç îäíîãî èëè íåêîòîðîãî 
÷èñëà áëîêîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòåðèàëà âìåñòå ñ èõ «îòñåêàåìûìè» 
ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ ñðåäû ÷àñòÿìè. Â ñëó÷àå ñðåäû ñî ñòðóêòóðîé 
äîñòàòî÷íî ìåëêîãî ìàñøòàáà ÷èñëî áëîêîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòåðèàëà, 
âêëþ÷àåìûõ áëîêàìè ñðåäû, ìîæåò áûòü âåñüìà áîëüøèì (îñîáåííî äëÿ 
íàíîêîìïîçèòíîé ñðåäû). 

Â êà÷åñòâå êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû ïðèíèìàåì âåðøèíû âûäåëåííûõ 
îïðåäåëåííûì îáðàçîì åå êàðêàñíûõ áëîêîâ. Ïîëå ïåðåìåùåíèé, 
çàäàâàåìîå ïåðåìåùåíèÿìè êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû, íàçûâàåì ïîëåì 
êàðêàñíûõ èëè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé ñðåäû. Ðàñïîëîæåíèå 
êàðêàñíûõ òî÷åê èìååò ðåãóëÿðíûé èëè íåðåãóëÿðíûé õàðàêòåð, 
îïðåäåëÿåìûé ñòðîåíèåì ñðåäû. Â ïðåäñòàâëÿåìîì ìåòîäå âû÷èñëèòåëüíîé 
ìåõàíèêè êîìïîçèòíûõ ñðåä ñ âûñîêèìè ãðàäèåíòàìè ñîñòîÿíèÿ ïîëþ 
ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê, êàê è â ñëó÷àå òåîðèè [1, 2], ïðèíàäëåæèò 
êëþ÷åâàÿ (îïðåäåëÿþùàÿ) ðîëü. 

Ìåòîä êàðêàñíûõ áëîêîâ âêëþ÷àåò ìàêðî- è ìèêðîìåõàíè÷åñêèé 
óðîâíè àíàëèçà, íà áàçå êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ äâóõóðîâíåâàÿ 
ìèíèìàëèçàöèÿ (ýêñòðåìàëèçàöèÿ) ôóíêöèîíàëà ñîñòîÿíèÿ ñðåäû. 
Ìàêðîìåõàíè÷åñêèé óðîâåíü àíàëèçà çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ïîëÿ 

iˆû( , t)θ  ìàêðîñêîïè÷åñêèõ (êàðêàñíûõ) ïåðåìåùåíèé ñðåäû, ðàçäåëåííîé íà 

êàðêàñíûå áëîêè, çàäàâàåìîãî ïåðåìåùåíèÿìè å¸ êàðêàñíûõ òî÷åê â 
âåðøèíàõ áëîêîâ (ñì. ðèñ.2). Êàðêàñíûå òî÷êè ñëóæàò óçëîâûìè òî÷êàìè 
äèñêðåòíîé ñõåìû ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà. Íà 
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ìèêðîìåõàíè÷åñêîì (ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíîì) óðîâíå àíàëèçà ïðè 
îïðåäåëåííûõ íà ìàêðîìåõàíè÷åñêîì óðîâíå ïåðåìåùåíèÿõ êàðêàñíûõ 
òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ 
êàðêàñíûõ òî÷åê, ñîñòîÿùèõ èç ñëîåâ áëîêîâ âîêðóã íèõ (ñì. ï. 4). 
Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê ðåøàþòñÿ íà 
áàçå ìîäåëè êóñî÷íî-îäíîðîäíîãî òåëà ìåòîäàìè âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêè 
äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà (ÌÄÒÒ) ñ èñïîëüçîâàíèåì óçëîâûõ òî÷åê 
äèñêðåòíîé ñõåìû ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà. Â èòîãå ðåøåíèÿ 
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê âûÿâëÿþòñÿ 
âíóòðåííèå ïîëÿ êàðêàñíûõ áëîêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ñðåäó, è, òàêèì 
îáðàçîì, âíóòðåííèå ïîëÿ ñðåäû â öåëîì. 

Îïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê è óçëîâûõ òî÷åê 
ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà îñóùåñòâëÿåì íà îñíîâå ýêñòðåìàëèçàöèè 
òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ ñîñòîÿíèÿ ñðåäû, êàê ôóíêöèîíàë ïîëíîé ýíåðãèè 
(ñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à), ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ (äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à) ëèáî 
èíîé ôóíêöèîíàë, ñâÿçûâàåìûé ñ ðåøàåìîé äëÿ ñðåäû çàäà÷åé. Ïðè 
î÷åðåäíîì øàãå ïî èñòîðèè íàãðóæåíèÿ (äåôîðìèðîâàíèÿ) ñðåäû èç 
óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè ôóíêöèîíàëà ñîñòîÿíèÿ íà ìàêðîìåõàíè÷åñêîì 
(âåðõíåì) óðîâíå àíàëèçà îïðåäåëÿåòñÿ ïîëå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ 
(êàðêàñíûõ) ïåðåìåùåíèé êàê ñîâîêóïíîñòü ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê 
ñðåäû. Êàðêàñíîå ïîëå ïåðåìåùåíèé äîëæíî ïðè ýòîì óäîâëåòâîðÿòü 
ãðàíè÷íûì è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, íàêëàäûâàåìûì íà ìàòåðèàëüíûå 
ïåðåìåùåíèÿ ñðåäû â äàííîé èñòîðèè å¸ íàãðóæåíèÿ. Íà îñíîâå 
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíîãî (íèæíåãî) óðîâíÿ 
àíàëèçà äëÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê îïðåäåëÿþòñÿ 
âíóòðåííèå ïîëÿ ñðåäû – ïîëÿ ïåðåìåùåíèé, äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé â 
åå ñòðóêòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ, êàê îòâå÷àþùèå ïåðåìåùåíèÿì êàðêàñíûõ 
òî÷åê, íàéäåííûõ íà âåðõíåì óðîâíå àíàëèçà ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ è 
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ: 

 

i i i ii i i j i j
ni i nij ij

ij i ij i i
i j i jn n n 0 к

ˆ ˆ ˆ ˆu ( , t) u ( , t) , q ( , t) q ( , t) ,

ˆ ˆ ˆJ ( , t) J ( , t) , n 1,2,... , V , t t t ,

θ = θ θ = θ

σ θ = σ θ = θ ∈ ≤ ≤

� � � � � �

� � � �

r r r r r r

r r r r

,  (3.1) 

ãäå nV − îáëàñòü ñðåäû, çàíèìàåìàÿ n −é ñòðóêòóðíîé ñîñòàâëÿþùåé; 

n −èíäåêñ èäåíòèôèêàöèè ñòðóêòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ìàòåðèàëà ñðåäû, 
êàê-òî: ìàòðèöû, ñèñòåì ìàòðè÷íûõ âêëþ÷åíèé, ñèñòåì âîëîêîí è ò.ï.; 

iu −êîìïîíåíòû (êîâàðèàíòíûå) âåêòîðà ïåðåìåùåíèé; ijq −êîìïîíåíòû 

(êîâàðèàíòíûå) ìåðû äåôîðìàöèè Êîøè-Ãðèíà; ijJσ −êîìïîíåíòû 
(êîíòðàâàðèàíòíûå) îáîáùåííîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé (ñèììåòðè÷íîãî 

òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëà-Êèðõãîôà); i
i ,
� �
r r – îñíîâíûå è âçàèìíûå 
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áàçèñíûå âåêòîðû ïðèìåíÿåìîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ êîîðäèíàò iθ̂  â 

îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè ñðåäû. 
Èíôîðìàöèÿ î âíóòðåííèõ ïîëÿõ (3.1) ïîçâîëÿåò â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêè 

äåôîðìèðóåìîé ñðåäû íàéòè ôóíêöèîíàë å¸ ïîëíîé ýíåðãèè â âèäå âêëàäîâ 
ôóíêöèîíàëîâ ïîëíûõ ýíåðãèé áëîêîâ ñðåäû. Äàííûé ôóíêöèîíàë ïðè 
áîëüøèõ ïåðåìåùåíèÿõ è äåôîðìàöèÿõ ñëåäóåò îïðåäåëÿòü íà îñíîâå 
ïîøàãîâîé ïðîöåäóðû, ïðîèçâîäèìîé â ñîîòâåòñòâèå ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ 
íàãðóæåíèÿ ñðåäû, êîãäà t  âûïîëíÿåò ðîëü ïàðàìåòðà èëè ñîâîêóïíîñòè 

ïàðàìåòðîâ íàãðóæåíèÿ ñðåäû. Â óñëîâèÿõ îáðàòèìîé (óïðóãîé) 
äåôîðìèðóåìîñòè êîìïîíåíò ìàòåðèàëà è êîíñåðâàòèâíîãî 
(ïîòåíöèàëüíîãî) õàðàêòåðà âíåøíèõ ñèë ôóíêöèîíàë ïîëíîé ýíåðãèè 
àðìèðîâàííîé ñðåäû ïðåäñòàâëÿåì â âèäå 

en

en ( )en

s e s en s n ij s en
e e n e n V

n i s en n i s ( )en
e ne n V A

ij i j j i i jij

I I I Ф [q ] dV

P [u ]dV П [u ]dA ,

q q u u u u , s 1,2,...

σ

σ

α
α

= = = +

+ ρ +

= + + + =∇ ∇ ∇ ∇

∑ ∑∑ ∑∑ ∫

∑∑ ∑∑∫ ∫

� � � ��

 (3.2) 

Çäåñü sI − çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ïîëíîé ýíåðãèè ñðåäû â îáúåìå V  ñ 

ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ А  íà s −øàãå íàãðóæåíèÿ (äåôîðìèðîâàíèÿ); 

e sI −çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ïîëíîé ýíåðãèè е − áëîêà ñðåäû â îáúåìå eV  íà 

s −øàãå íàãðóæåíèÿ; en sI − çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ïîëíîé ýíåðãèè n –é 

êîìïîíåíòû ìàòåðèàëà â ïðåäåëàõ e − áëîêà ñðåäû â îáúåìå enV  íà s −øàãå 

íàãðóæåíèÿ; nФ −óïðóãèé ïîòåíöèàë n −é êîìïîíåíòû ìàòåðèàëà; 

ijq −êîìïîíåíòû ìåðû äåôîðìàöèè Êîøè–Ãðèíà; i−∇
�

ñèìâîë êîâàðèàíòíîé 

ïðîèçâîäíîé ïî êîîðäèíàòå iθ̂  â ìåòðèêå îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè; 

nP −ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ìàññîâûõ ñèë äëÿ n −é êîìïîíåíòû 

ìàòåðèàëà; nП −ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíûõ ñèë, 

îòíåñåííûõ ê åäèíèöå ïëîùàäè â îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè äëÿ n −é 
êîìïîíåíòû ìàòåðèàëà ñ ãðàíüþ ( )enA σ  â ÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè 

ñðåäû Аσ , ÷åðåç êîòîðóþ ñðåäà íàãðóæàåòñÿ. Âåëè÷èíû íà s −øàãå 

íàãðóæåíèÿ ñðåäû îòìå÷åíû «s» â êà÷åñòâå íèæíåãî èíäåêñà. Äëÿ 

êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ iu  è ìåðû äåôîðìàöèè ijq  íîìåð n −é 

êîìïîíåíòû (ôàçû) ìàòåðèàëà êàê è â (3.1) óïóñêàåòñÿ. 
Â óñëîâèÿõ íåîáðàòèìîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîìïîíåíòîâ ñòðóêòóðû ïîä 

âîçäåéñòâèåì êîíñåðâàòèâíûõ è íåêîíñåðâàòèâíûõ âíåøíèõ ñèë ñëåäóåò 
ïåðåéòè ê èíêðåìåíòàëüíîìó îïðåäåëåíèþ ôóíêöèîíàëà ïîëíîé ýíåðãèè, 
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ïîçâîëÿþùåìó ïîìèìî èñòîðèè (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) äåôîðìèðîâàíèÿ 
ñðåäû ó÷èòûâàòü è èñòîðèþ äåôîðìèðîâàíèÿ åå ìàòåðèàëà [9]. 
Èíêðåìåíòàëüíûé ôóíêöèîíàë äëÿ ñðåäû â öåëîì çàïèñûâàåì êàê ñóììó 
ñîîòâåòñòâóþùèõ èíêðåìåíòàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ äëÿ áëîêîâ ñðåäû, à â 
ñâîþ î÷åðåäü ïîñëåäíèå ôóíêöèîíàëû – â âèäå ñóììû ñîîòâåòñòâóþùèõ 
âêëàäîâ äëÿ êîìïîíåíòîâ áëîêîâ: 

s 1 e s 1 en s 1
e e n

I I I+ + +∆ = ∆ = ∆ =∑ ∑∑
  

en

ij ij
s s 1 ij s 1 en

e n
V

1
J (J ) dV

2
+ +

  σ + ∆ σ ∆ε −=    
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( )en
en

i i i i
n s f s 1 i s 1 en s s 1 i s 1 ( )en

AV

F k F u dV k u dA
σ

+ + σ + + σ
   − ρ + ∆ ∆ − σ + ∆σ ∆ −   ∫ ∫

 

(c)en

s s 1 s 1 s s 1 s 1 (c)еn
A

( ) u ( ) u dAν ν + ν + τ τ + τ +
 − σ + ∆σ ∆ + σ +∆σ ∆  ∫
,  (3.3) 

ij ij i j j i i j i j

1 1
q ( u ) ( u ) ( u ) u u ( u )

2 2

α α
α α

∆ε = ∆ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆ +∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇
� � � � � �

 

i j( u ) ( u )α
α

+ ∆ ∆∇ ∇ 
� �

, s 0,1,...=  . 

Çäåñü ijJσ  è ij(J )∆ σ − êîìïîíåíòû îáîáùåííîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé íà 

s −øàãå èíêðåìåíòàëüíîãî íàãðóæåíèÿ è èõ ïðèðàùåíèÿ íà ïîñëåäóþùåì 

s 1+ −øàãå íàãðóæåíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñ ó÷åòîì èñòîðèè 

ïðåäøåñòâóþùåãî äåôîðìèðîâàíèÿ; i
iu (u )  è i

iu ( u )∆ ∆ −êîìïîíåíòû âåêòîðà 

ïåðåìåùåíèÿ íà ïðåäûäóùåì øàãå íàãðóæåíèÿ è èõ ïðèðàùåíèÿ íà 

ïîñëåäóþùåì øàãå íàãðóæåíèÿ; ij∆ε  è ijq∆ −ïðèðàùåíèÿ êîìïîíåíò ijε  è 

ijq  òåíçîðà äåôîðìàöèè Êîøè–Ãðèíà è òåíçîðà ìåðû äàííîé äåôîðìàöèè 

íà s 1+ −øàãå íàãðóæåíèÿ; iF  è iF∆ −êîìïîíåíòû âåêòîðà ìàññîâûõ ñèë íà 

ïðåäûäóùåì øàãå íàãðóæåíèÿ è èõ ïðèðàùåíèÿ íà ïîñëåäóþùåì øàãå; iσ  

è i∆σ −êîìïîíåíòû âåêòîðà èíòåíñèâíîñòè ïîâåðõíîñòíûõ ñèë â ÷àñòè 
ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ( )A σ  íà ïðåäûäóùåì øàãå íàãðóæåíèÿ è èõ 

ïðèðàùåíèÿ íà ïîñëåäóþùåì øàãå, îòíåñåííûå ê ïëîùàäè â îòñ÷åòíîì 

ñîñòîÿíèè; fk  è kσ −êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå õàðàêòåðîì îáúåìíûõ è 

ïîâåðõíîñòíûõ ñèë ñîîòâåòñòâåííî; νσ , τσ , uν , uτ  è ν∆σ , τ∆σ , uν∆ , uτ∆ −  

íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ â ïîâåðõíîñòè è èç ïîâåðõíîñòè êîíòàêòíîãî 

âçàèìîäåéñòâèÿ (c)A  íà ïðåäûäóùåì øàãå è èõ ïðèðàùåíèÿ íà 

ïîñëåäóþùåì øàãå (ïîâåðõíîñòü êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (c)A  ñðåäû ñ 

äðóãèìè òåëàìè èòåðàöèîííî óòî÷íÿåòñÿ íà îñíîâå ïðèìåíÿåìîãî çàêîíà 
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êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, â ò.÷. ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ). (Ïîäðîáíåå îá 

èíêðåìåíòàëüíîì ôóíêöèîíàëå s 1I +∆  ñì. [9].) 

Â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêè äåôîðìèðóåìîé ñðåäû èññëåäîâàíèå å¸ 
äâèæåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ (âàðèàöèîííûé 
ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà). Â îáùåì ñëó÷àå íåîáðàòèìîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïîä 
âîçäåéñòâèåì êîíñåðâàòèâíûõ è íåêîíñåðâàòèâíûõ ñèë â óñëîâèÿõ 
êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îêðóæàþùèìè òåëàìè äàííûé ôóíêöèîíàë 
ñëåäóåò ïðåäñòàâèòü â èíêðåìåíòàëüíîì âèäå, âûäåëèâ âêëàäû áëîêîâ è 
âêëàäû êîìïîíåíòîâ ìàòåðèàëà â áëîêàõ: 
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e n V

L [F k F ] u dV∆ = ρ + ∆ ∆∑∑ ∫ , i
s s 1

ˆ( , t) V [t , t ]+θ ∈ × , en
e,n

V V= ∪ , (3.4) 

( )en

i i
2 i ( )en

Ae n

L [ k ] u dA

σ

σ σ∆ = σ + ∆σ ∆∑∑ ∫ ,  

i
s s 1

ˆ( , t) A [t , t ]σ +θ ∈ × , ( ) ( )en,е n
A Aσ σ= ∪ , 

[ ]
(c)en

3 (c)en
e n A

L ( ) u ( ) u dAν ν ν τ τ τ∆ = σ + ∆σ ∆ + σ + ∆σ ∆∑∑ ∫ , 

i
(c) s s 1

ˆ( , t) A [t , t ]+θ ∈ × , (c) (c)ene,n
A A= ∪ , s 0,1,...=  . 

Ìàòåðèàëüíûå (âíóòðåííèå) ïåðåìåùåíèÿ ñðåäû ïðè çàäàííûõ 
ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ è âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ïîëåì 
ìàêðîñêîïè÷åñêèõ (êàðêàñíûõ) ïåðåìåùåíèé, çàäàþùèì ïåðåìåùåíèÿ åå 
êàðêàñíûõ òî÷åê: 

 
max

i i i ii
(k )(1) (2) (k)

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , t) ( , t), ( , t),..., ( , t),..., ( , t) θ ⇒ θ θ θ θ u u u u u . (3.5) 

Ýòèì îáóñëîâëèâàåòñÿ îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà (3.2) êàê 
ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû: 

 i i i
( )(k) (1) ks s s s s s

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆI I ( ) I ( ) ,..., ( ) ,...   = θ = θ θ   u u u , (3.6) 

 s 0,1,...,=  maxk 1,2,..., k ,=  

ãäå k −èíäåêñ íóìåðàöèè êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû, çàêëþ÷àåìûé â êðóãëûå 
ñêîáêè; maxk − ÷èñëî òî÷åê ñðåäû, ïðèíÿòûõ â êà÷åñòâå êàðêàñíûõ, â òîì 

÷èñëå ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ñðåäû. 
Ôóíêöèîíàë (3.6) îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå øàãîâîé ïðîöåäóðû 

ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî ïàðàìåòðàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
íàãðóæåíèÿ ñðåäû. Äàíàÿ ïðîöåäóðà ó÷èòûâàåò èñòîðèþ íàãðóæåíèÿ 
ñðåäû, íî íå ìàòåðèàëà (íå ÿâëÿåòñÿ èíêðåìåíòàëüíîé). 
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Èíêðåìåíòàëüíûé ôóíêöèîíàë ïðèðàùåíèÿ ýíåðãèè (3.3) îïðåäåëÿåì 

êàê ôóíêöèþ ïðèðàùåíèé ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê íà ( s 1+ )–øàãå 
äåôîðìèðîâàíèÿ: 

 i i i i
s 1 s 1 (k) s (k) s 1 s 1 (1) s (1) s 1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆI I ( ) , ( ) I ( ) , ( ) ,+ + + + +
  ∆ = ∆ θ ∆ θ = ∆ θ ∆ θ  u u u u  

 i i
(k) s (k) s 1

ˆ ˆˆ ˆ..., ( ) , ( ) ,...+
θ ∆ θ u u , s 0,1,...,= maxk 1,2,...,k= . (3.7) 

Èíêðåìåíòàëüíûé ôóíêöèîíàë ïðèðàùåíèÿ äåéñòâèÿ (3.4) îïðåäåëÿåì 
êàê ôóíêöèîíàë òåêóùèõ ïðèðàùåíèé ïåðåìåùåíèé (òðàåêòîðèé) 

êàðêàñíûõ òî÷åê íà ïðîìåæóòêå s s 1t t t +≤ ≤  äëÿ s 1+ – øàãà 

äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû: 

 
s 1

s

t
i i i i

s 1 s 1 (k) s (k) s 1 (1) s (1)t
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆI I ( , t ), ( , t) I ( , t ), ( , t),

+

+ + +
  ∆ = ∆ θ ∆ θ = ∆ θ ∆ θ  u u u u  

 
s 1

s

t
i i
(k) s (k)

t

ˆ ˆˆ ˆ..., ( , t ), ( , t), ... ,
+θ ∆ θ u u   (3.8) 

 s s 1t t t +≤ ≤ , s 0,1,...,=  maxk 1,2,...,k .=  

Ïðè ýòîì îáà ôóíêöèîíàëà (3.7) è (3.8) îïðåäåëÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò 
ïðåäûñòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû è å¸ ìàòåðèàëà, êîòîðàÿ ïðåäøåñòâóåò 

ìîìåíòó âðåìåíè st . 

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ïîäõîäå àíàëèç êîìïîçèòíîé ñðåäû 
ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ïåðåìåùåíèé å¸ êàðêàñíûõ òî÷åê, äîñòàâëÿþùèõ 
ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëó ýíåðãèè (3.6), ôóíêöèîíàëó 
èíêðåìåíòàëüíîãî ïðèðàùåíèÿ ýíåðãèè (3.7) èëè ôóíêöèîíàëó 
èíêðåìåíòàëüíîãî ïðèðàùåíèÿ äåéñòâèÿ (3.8). Ïðè ýòîì îïðåäåëÿþòñÿ 
âíóòðåííèå ïîëÿ ñðåäû (ïîëÿ â êîìïîíåíòàõ ìàòåðèàëà ñðåäû), îòâå÷àþùèå 
ïåðåìåùåíèÿì êàðêàñíûõ òî÷åê ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ 
óñëîâèÿõ è âíåøíèõ âîçäåéñòâóþùèõ ïîëÿõ. Â îòëè÷èå îò ìåòîäà 
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) [10] èëè ìåòîäà ëîêàëüíûõ âàðèàöèé (ÌËÂ) 
[11] â ìåòîäå êàðêàñíûõ áëîêîâ (ÌÊÁ) âìåñòî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èç 
îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà ïðèñóòñòâóþò êàðêàñíûå áëîêè ñðåäû. Ïðè ýòîì 
ôóíêöèîíàëû ýíåðãèè èëè äåéñòâèÿ äëÿ áëîêîâ îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèé 
ôîðìèðóåìûõ äëÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, à íå íà îñíîâå 
àïïðîêñèìàöèè ïîëåé ïåðåìåùåíèé ñ ïîìîùüþ áàçèñíûõ ôóíêöèé, êàê ýòî 
èìååò ìåñòî äëÿ ÌÊÝ. Òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ïîäõîäå íå 
ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà â ñèëó ñòðóêòóðíîãî ñòðîåíèÿ áëîêîâ, êîãäà ïîëÿ èõ 
âíóòðåííèõ ïåðåìåùåíèé èìåþò ëîêàëüíûé õàðàêòåð ñ ðàçðûâàìè 
ãðàäèåíòîâ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñòðóêòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Äàëåå 
ïðåäñòàâèì ñõåìû ìåòîäà êàðêàñíûõ áëîêîâ â ôîðìàõ äèôôåðåíöèàëüíîé è 
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷ íà âåðõíåì óðîâíå àíàëèçà. 

4. Ìàêðîìåõàíè÷åñêèé óðîâåíü àíàëèçà 

Ðàññìîòðèì ñõåìó ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà â ñëó÷àå 
ñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû íà áàçå âû÷èñëåíèÿ 
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ôóíêöèîíàëà ïîëíîé ýíåðãèè (3.2) êàê ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ 
òî÷åê 

 
max(k )(1) (2) (k) en e

e n e

ˆ ˆ ˆ ˆI I , ,..., ,..., I I = = =  ∑∑ ∑u u u u , (4.1) 

 

( )enen en

e n ij en n i en n i ( )en

n n n AV V

I Ф [q ]dV P [u ]dV П [u ]dA

σ

σ= + +∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫ , s 1, 2,...= . 

(èíäåêñ íóìåðàöèè s −øàãà íàãðóæåíèÿ ñðåäû óïóñêàåì), ãäå 

eI −ôóíêöèîíàë ýíåðãèè äëÿ áëîêà «å» ñðåäû. Ïðåäñòàâëÿåìàÿ äàëåå ñõåìà 

ìàêðîìåõàíè÷åñêîãî àíàëèçà ïðèìåíèìà è äëÿ ñëó÷àÿ îïèñàíèÿ 
äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû íà îñíîâå èíêðåìåíòàëüíîãî ôóíêöèîíàëà (3.3) ñ 
òåì îòëè÷èåì, ÷òî îïåðàöèè ìåòîäà ÌÊÁ ïðîèçâîäÿòñÿ ñ 

èíêðåìåíòàëüíûìè ïðèðàùåíèÿìè ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê (k)
ˆ∆u  

âìåñòî ñàìèõ ïåðåìåùåíèé (k)û . Äàííàÿ ñõåìà ïðèìåíèìà è â ñëó÷àå 

îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû íà îñíîâå ôóíêöèîíàëà 
èíêðåìåíòàëüíîãî äåéñòâèÿ (3.4) ñ òîé ïîïðàâêîé, ÷òî îïåðàöèè ìåòîäà 
ïðîèçâîäÿòñÿ íå íà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ ïåðåìåùåíèé, à íà òåêóùèõ 
ïðèðàùåíèÿõ ïåðåìåùåíèé (òðàåêòîðèÿõ) êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû íà 

èíêðåìåíòàëüíûõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè s s 1t t t +≤ ≤ , s 0, 1,...= . 

Ôóíêöèîíàë ýíåðãèè ñðåäû (4.1) (ôóíêöèîíàë (3.2)) âû÷èñëÿåì íà 
îñíîâå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âñåõ е − áëîêîâ ñðåäû â óñëîâèÿõ èõ 
ñîâìåñòíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ïåðåìåùåíèÿõ êàðêàñíûõ òî÷åê  

 ( )max

i
(1) (2) (k) (k ) k max

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,..., ,..., ( ); k 1,2,...,k⇒ θ =u u u u u ,  (4.2) 

êîòîðûå îïðåäåëåíû íà ñîîòâåòñòâóþùåì ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è 
äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû â êà÷åñòâå îïòèìèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàë 
ïðèáëèæåíèÿ. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî 
ôóíêöèîíàëà ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ 
ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû (4.2) êàê îáðàùàþùèå â íóëü 
ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè (4.1) ïî ïåðåìåùåíèÿì ýòèõ æå 
êàðêàñíûõ òî÷åê: 

 ( )(1) (2) (k)
(1)

I
ˆ ˆ ˆ, ,..., ,... 0

ˆ

∂
=

∂
u u u

u
, ( )(1) (2) (k)

(2)

I
ˆ ˆ ˆ, ,..., ,... 0

ˆ

∂
=

∂
u u u

u
, (4.3) 

 …, ( )(1) (2) (k)
(k)

I
ˆ ˆ ˆ, ,..., ,... 0

ˆ

∂
=

∂
u u u

u
,… .  

Êàæäóþ èç âåêòîðíûõ ïðîèçâîäíûõ (4.3) ðàññìàòðèâàåì êàê 

ñîâîêóïíîñòü òðåõ ïðîèçâîäíûõ ïî êîìïîíåíòàì (k)iû  âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ 

i
(k) (k)i

ˆ û= �
u r . Ê óðàâíåíèÿì (4.3) ìîæíî ïðèéòè è íà îñíîâå ïðèíöèïà 

âîçìîæíûõ (âèðòóàëüíûõ) ïåðåìåùåíèé (i)
ˆI ( I /δ = ∂ ∂u ) (i)

ˆ 0δ =u . 
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Ïîëàãàåì, ÷òî âàðèàöèÿ (ïðèðàùåíèå) (k)
ˆ∆u  ïåðåìåùåíèÿ (k)û  

êàðêàñíîé òî÷êè (k)  èçìåíÿåò ñîñòîÿíèå ñðåäû äëÿ òåõ å¸ áëîêîâ, êîòîðûå 

ñîñòàâëÿþò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü äàííîé êàðêàñíîé òî÷êè. Òàêóþ 
îêðåñòíîñòü íàçûâàåì îêðåñòíîñòüþ âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè. Íîâîå 
çíà÷åíèå ýíåðãèè ñðåäû (4.1), îáóñëîâëåííîå èçìåíåíèåì ïåðåìåùåíèÿ 

êàðêàñíîé òî÷êè, îïðåäåëèòñÿ íîâûì çíà÷åíèåì ýíåðãèè (k)I  îêðåñòíîñòè 

âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè (k)  êàê ñóììîé ýíåðãèé 
ekI  áëîêîâ, 

ñîñòàâëÿþùèõ äàííóþ îêðåñòíîñòü: 

 
e

e

(k) k

k

I I=∑ ; 
ek eI I= , ee k→ ,   (4.4) 

ãäå 
ekI  íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (4.1) äëÿ ýíåðãèè eI  áëîêà ñ íîìåðîì ek  â 

êà÷åñòâå å. 
Â ñèëó ïîíÿòèÿ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè èìååò ìåñòî 

ïðåäñòàâëåíèå ýíåðãèè ñðåäû (3.2) è èíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ 
ñîñòîÿíèÿ ñðåäû, êàê (3.3), (3.4), â àääèòèâíîì âèäå 

 (k) (k)I I I= + ; (k) (k) (k)
ˆI I ( )= u ,   (4.5) 

ãäå (k)I − ýíåðãèÿ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè (k) , (k)I − ýíåðãèÿ 

ñðåäû çà èñêëþ÷åíèåì îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè (k) . Ïðè 

èçìåíåíèè ïîëîæåíèÿ òî÷êè (k)  èçìåíÿåòñÿ ýíåðãèÿ (k)I  (ÿâëÿåòñÿ 

ôóíêöèåé (k)û ), ýíåðãèÿ (k)I  îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ. Íîâûå çíà÷åíèÿ 

ýíåðãèé áëîêîâ eI  èç îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè (k)  

îïðåäåëÿåì íà îñíîâå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îêðåñòíîñòè èç ýòèõ 

áëîêîâ ïðè íîâîì (âàðüèðîâàííîì) ïåðåìåùåíèè (k) (k)
ˆ ˆ+ ∆u u  äàííîé 

êàðêàñíîé òî÷êè.  
Ìîæíî ïðèìåíÿòü îäíî– , äâóõ– , òðåõñëîéíûå è ò.ä. ñõåìû 

îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê. Â ñëó÷àå îäíîñëîéíîé ñõåìû 
ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðåìåùåíèå êàðêàñíîé òî÷êè âëèÿåò íà ñîñòîÿíèå å¸ 
îêðåñòíîñòè, îáðàçîâàííîé îäíèì ñëîåì áëîêîâ âîêðóã êàðêàñíîé òî÷êè. 
Òàêàÿ îêðåñòíîñòü, ðàñïîëîæåííàÿ âíóòðè ñðåäû, ñîäåðæèò 2õ2õ2=8 
áëîêîâ è 3õ3õ3=27 êàðêàñíûõ òî÷åê. (Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêè îäíîìåðíîé 
çàäà÷è îäíîñëîéíàÿ îêðåñòíîñòü âëèÿíèÿ ñîäåðæèò 2 áëîêà è 3 êàðêàñíûõ 
òî÷åê (ïîâåðõíîñòåé), äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêè äâóõìåðíîé çàäà÷è – 2õ2=4 
áëîêîâ è 3õ3=9 êàðêàñíûõ òî÷åê (ëèíèé)). Íà ðèñ. 3,à â ïëîñêîñòè ïëàíà 
ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíû 4 áëîêà èç 8 áëîêîâ, âêëþ÷àåìûõ îäíîñëîéíîé 

îêðåñòíîñòüþ òî÷êè (k ). Ïðè äâóõñëîéíîé ñõåìå îêðåñòíîñòü âëèÿíèÿ 
êàðêàñíîé òî÷êè ñîäåðæèò 4õ4õ4=64 áëîêîâ è 5õ5õ5=125 êàðêàñíûõ 
òî÷åê. (Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêè îäíîìåðíîé çàäà÷è äâóõñëîéíàÿ îêðåñòíîñòü 
âëèÿíèÿ ñîäåðæèò 4 áëîêà è 5 êàðêàñíûõ òî÷åê (ïîâåðõíîñòåé), äëÿ 
ìàêðîñêîïè÷åñêè äâóõìåðíîé çàäà÷è – 4õ4=16 áëîêîâ è 5õ5=25 êàðêàñíûõ 
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òî÷åê (ëèíèé)). Èç 64 áëîêîâ, âêëþ÷àåìûõ äâóõñëîéíîé îêðåñòíîñòüþ 

òî÷êè (k ), íà ðèñ. 3,b â ïëîñêîñòè ïëàíà ïîêàçàíû 16 áëîêîâ. 
Â îáùåì ñëó÷àå р − ñëîéíîé îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè 

÷èñëî âêëþ÷àåìûõ îêðåñòíîñòüþ áëîêîâ 2ðõ2ðõ2ð è êàðêàñíûõ òî÷åê 
(2ð+1)õ(2ð+1)õ(2ð+1) (ïðè ïëîñêîé èëè îñåñèììåòè÷íîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è 
íà ìàêðîìåõàíè÷åñêîì óðîâíå – 2ðõ2ð áëîêîâ è (2ð+1)õ(2ð+1) êàðêàñíûõ 
òî÷åê). 

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.3), îïðåäåëÿþùåå ïåðåìåùåíèÿ 
êàðêàñíûõ òî÷åê, íàõîäèì íà îñíîâå äèñêðåòíîãî ìåòîäà Íüþòîíà [12]. Â 
ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåòîäà ïðèõîäèì ê èòåðàòèâíîé 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé ìåòîäà êàðêàñíûõ áëîêîâ, 
ðåàëèçóåìîãî â ôîðìå äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è: 

 ( )
n n
m m( ) ( )

2
n 1 n
( ) ( )

ˆ ˆ(k)(k) ( )

II
ˆ ˆ 0

ˆˆ ˆ l l
l

+ ∂∂
+ =−

∂∂ ∂ u u

u u
uu u

, k, 1,2,... ,l =   (4.6) 

ãäå n
( )

ˆ
lu , n 1

( )
ˆ

l
+ −u ïðåäûäóùåå (óòî÷íÿåìîå) è ïîñëåäóþùåå (óòî÷íåííîå) 

ïðèáëèæåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ ( )l −êàðêàñíîé òî÷êè; (k)
ˆI∂ ∂u è 

2
(k) ( )

ˆ ˆI l∂ ∂ ∂ −u u ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåùåíèþ (k) −  êàðêàñíîé òî÷êè 

è ïðîèçâîäíàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïåðåìåùåíèÿì (k) −  è ( )l −  êàðêàñíûõ 
òî÷åê îò ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ ñîâîêóïíîñòè 

óòî÷íÿåìûõ ïðèáëèæåíèé ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû n
(m)û , 

m 1,2,...=  . 

Ïðîèçâîäíûå îò ýíåðãèè ïî ïåðåìåùåíèÿì êàðêàñíûõ òî÷åê (4.3) 
îïðåäåëÿåì ÷èñëåííûì ñïîñîáîì íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé 
âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ ó÷åòîì (4.5) êàê  

 
(k) (k) (k) (k) (k) (k)

(k) (k)

ˆ ˆ ˆ ˆI ( ) I ( )I

ˆ ˆ2

+ ∆ − − ∆∂
=

∂ ∆

u u u u

u u
, k 1,2,...=  .  (4.7) 

Çäåñü (k) (k) (k) (k) (k) (k)
ˆ ˆ ˆ ˆI ( ), I ( )+ ∆ − ∆ −u u u u çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà 

ýíåðãèè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ (k) −êàðêàñíîé òî÷êè, ïîëó÷àåìûå èì ïðè 

èçìåíåíèè (âàðüèðîâàíèè) ïåðåìåùåíèÿ (k)û  êàðêàñíîé òî÷êè ñ íîìåðîì k  

íà âåëè÷èíû (k)
ˆ∆u  è (k)

ˆ−∆u  ñîîòâåòñòâåííî, êîãäà ïåðåìåùåíèÿ îñòàëüíûõ 

êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû íå èçìåíÿþòñÿ. 



«Ñó÷àñí³ ïðîáëåìè ìåòàëóðã³¿», ¹ 15 – 2012 

62  ISSN 1991-7848 

 
a     á 

Ðèñóíîê 3 – Ñõåìû îäíîñëîéíîé (à) è äâóõñëîéíîé (á) îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ 
êàðêàñíîé òî÷êè (k) â ïëîñêîñòè ïëàíà. 

 
Ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè (4.1) ïî 

ïåðåìåùåíèÿì (k) −  è ( )l −  êàðêàñíûõ òî÷åê 2
(k) ( )

ˆ ˆI 0l∂ ∂ ∂ ≠u u  â òîì 

ñëó÷àå, åñëè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê (k)  è ( )l  ïåðåñåêàþòñÿ 

ìåæäó ñîáîé. Ïðèìåì âî âíèìàíèå ïðåäñòàâëåíèå ýíåðãèè ñðåäû â âèäå  

 (k ) (k )I I Il l= + , (k ) (k ) (k) ( )
ˆ ˆI I ( , )l l l= u u ,   (4.8) 

ãäå (k )I l − ýíåðãèÿ îáúåäèíåíèÿ ïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé îêðåñòíîñòåé 

âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê (k)  è ( )l , (k )I l − ýíåðãèÿ ñðåäû çà èñêëþ÷åíèåì 

îáúåäèíåíèÿ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê (k)  

è ( )l . Èçìåíåíèå ïîëîæåíèé òî÷åê (k)  è ( )l  îáóñëîâëèâàåò èçìåíåíèå 

ýíåðãèè (k )I l , ýíåðãèÿ (k )I l  ïðè ýòîì íå èçìåíÿåòñÿ. 

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà îò ýíåðãèè âû÷èñëÿåì íà 

îñíîâå ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñ ó÷åòîì (4.8) êàê (k l≠ ): 

  
2

(k) ( ) (k) (k) ( ) ( )(k ) (k )(k) ( )

(k) ( ) (k) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆI ( , ) I ( , )I

ˆ ˆ ˆ ˆ4

l l ll ll

l l

+ ∆ + ∆ − − ∆ + ∆ −∂
=

∂ ∂ ∆ ∆

u u u u u u u u

u u u u
   (4.9) 

 
(k) ( ) ( ) (k) (k) ( ) ( )(k)(k ) (k )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆI ( , ) I ( , )l l l ll l− + ∆ − ∆ + − ∆ − ∆u u u u u u u u
, 

 k, 1,2,...l =  

(îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ òî÷åê (k)  è ( )l  ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé). Çäåñü 

(k ) (k) (k) ( ) ( )
ˆ ˆ ˆ ˆI ( , )l l l+ ∆ + ∆u u u u ,…, (k ) (k) (k)

ˆ ˆI ( ,l − ∆u u  ( ) ( )
ˆ ˆ )l l− ∆ −u u  çíà÷åíèÿ 

ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè îáúåäèíåíèÿ ïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé 

îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ (k) −  è ( )l −  êàðêàñíûõ òî÷åê, êîòîðûå ïîñëåäíèé 

ïîëó÷àåò ïðè èçìåíåíèè ïåðåìåùåíèÿ (k)û  òî÷êè (k)  íà âåëè÷èíû (k)
ˆ∆u  è 

(k)
ˆ−∆u  ïðè îäíîâðåìåííîì èçìåíåíèè ïåðåìåùåíèÿ ( )ˆ lu  òî÷êè ( )l  íà 
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âåëè÷èíû ( )
ˆ

l∆u  è ( )
ˆ

l−∆u . Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (4.6) îò 

ôóíêöèîíàëà I  ïî ïåðåìåùåíèÿì òî÷åê (k)  è ( )l  ïîíèìàåòñÿ êàê 

ñîâîêóïíîñòü åãî äåâÿòè ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî êîìïîíåíòàì 

(k)iû , i 1,..,3=  è ( ) jû l , j 1,..,3=  äàííûõ âåêòîðîâ. Ýíåðãèÿ îáúåäèíåíèÿ 

ïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ äâóõ êàðêàñíûõ òî÷åê 
îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìèêðîêðàåâîé çàäà÷è 
äëÿ äàííîãî îáúåäèíåíèÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ. 

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà â (4.6) 

ïî ïåðåìåùåíèÿì êàðêàñíûõ òî÷åê (k)  è ( )l  ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìåæäó 

ñîáîé îêðåñòíîñòÿìè âëèÿíèÿ ðàâíÿþòñÿ íóëþ. Ïðèìåíÿÿ êîíå÷íóþ 

ðàçíîñòü ïî ˆ
lu  îò ïåðâîé ïðîèçâîäíîé (k)

ˆI∂ ∂u  êàê ðàçíèöó çíà÷åíèé ýòîé 

ïðîèçâîäíîé ïðè ( ) ( )
ˆ ˆ

l l+ ∆u u  è ( ) ( )
ˆ ˆ

l l− ∆u u  è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4.5), â 

ñèëó íåçàâèñèìîñòè ýíåðãèè k −îêðåñòíîñòè îò ñîñòîÿíèÿ l − îêðåñòíîñòè, 
íàéäåì: 

 
( )( )

2
(k) (k) (k) (k) (k) (k)

ˆˆ(k) ( ) ( ) (k)

ˆ ˆ ˆ ˆI ( ) I ( )I 1

ˆ ˆ ˆ ˆ2 2
lll l +∆

 + ∆ − − ∆∂
= −∂ ∂ ∆ ∆ uu

u u u u

u u u u
 (4.10) 

 
( )( )

(k) (k) (k) (k) (k) (k)

ˆˆ
(k)

ˆ ˆ ˆ ˆI ( ) I ( )
0

ˆ2 ll
− ∆

+ ∆ − − ∆
− =∆ uu

u u u u

u
, k, 1,2,...l =  

(îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ òî÷åê (k)  è ( )l  íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé). 

Âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïðè k l=  â (4.6) îïðåäåëÿåì èñõîäÿ èç çíà÷åíèÿ 

ýíåðãèè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ òî÷êè (k)  ïðè èñõîäíîì ïåðåìåùåíèè (k)û  è 

äâóõ çíà÷åíèé ýíåðãèè, îáóñëîâëåííûõ èçìåíåíèÿìè êàðêàñíîãî 

ïåðåìåùåíèÿ íà âåëè÷èíû (k)
ˆ∆u  è (k)

ˆ−∆u : 

 
2

(k) (k) (k) (k) (k) (k) (k) (k)

2
(k) (k)(k)

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆI ( ) 2I ( ) I ( )I

ˆ ˆˆ

+ ∆ − + − ∆∂
=

∆ ∆∂

u u u u u

u uu
,  (4.11) 

 k 1,2,...=  . 
Äëÿ êàðêàñíûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ñðåäû ñ 

êèíåìàòè÷åñêèìè óñëîâèÿìè, çàäàþòñÿ èõ ïåðåìåùåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå 
äàííûìè óñëîâèÿìè. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äèñêðåòíîãî ìåòîäà Íüþòîíà (4.6) 

ñîäåðæèò óðàâíåíèÿ, îòâå÷àþùèå êàðêàñíûì òî÷êàì (k ), êîòîðûå 
ðàñïîëàãàþòñÿ âíóòðè ñðåäû è íà ÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ñ 

çàäàííûìè ñèëîâûìè óñëîâèÿìè. Ìàòðèöà n
(m)

2
(k) ( ) ˆ

ˆ ˆI l∂ ∂ ∂
u

u u , k, 1,2,...l =  

ñèñòåìû äàííûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿåìàÿ êàê (4.9) – (4.11), ñèììåòðè÷íà 
è èìååò ëåíòî÷íûé õàðàêòåð. Øèðèíà ëåíòû íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ 
ìàòðèöû îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ñëîåâ áëîêîâ â îêðåñòíîñòÿõ âëèÿíèÿ 
êàðêàñíûõ òî÷åê.  
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Â ñëó÷àå îäíîñëîéíûõ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ ïðîèçâîäíûå 
2

(k) ( )
ˆ ˆI l∂ ∂ ∂u u  îòëè÷íû îò íóëÿ ïî ïåðåìåùåíèÿì òîëüêî òåõ ( )l −êàðêàñíûõ 

òî÷åê, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ (k) −êàðêàñíîé òî÷êè. 

Äëÿ âíóòðåííåé êàðêàñíîé òî÷êè (k) , íå ïðèíàäëåæàùåé ãðàíè÷íîé 

ïîâåðõíîñòè ñðåäû, ñ îäíîñëîéíîé îêðåñòíîñòüþ âëèÿíèÿ èç 8 áëîêîâ ñ 27-
þ êàðêàñíûìè òî÷êàìè, îòëè÷íûìè îò íóëÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå 
ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà: 

 
2

2
(k)

I
0

ˆ

∂
≠

∂ u
, 

1

2

(k )(k)

I
0

ˆ ˆ

∂
≠

∂ ∂u u
,…,

26

2

(k )(k)

I
0

ˆ ˆ

∂
≠

∂ ∂u u
,   (4.12) 

ãäå k , 1k , 2k ,…, 26k −íîìåðà êàðêàñíûõ òî÷åê èç îäíîñëîéíîé îêðåñòíîñòè 

âëèÿíèÿ òî÷êè (k) . Êàæäîå èç ñîîòíîøåíèé (4.12), çàïèñàííîå â âåêòîðíîé 

ôîðìå, óñòàíàâëèâàåò îòëè÷íûå îò íóëÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû, ÿâëÿþùèåñÿ 

âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè îò ýíåðãèè I  ïî êîìïîíåíòàì ïåðåìåùåíèé (k)1û , 

(k)2û , (k)3û ; … ; 
26(k )1û , 

26(k )2û , 
26(k )3û . Òàêèì îáðàçîì, øèðèíà ëåíòû 

íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4.6) 
èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû äèñêðåòíîãî ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ âíóòðåííèõ 
êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû ðàâíÿåòñÿ 27õ3=81. Äëÿ êàðêàñíûõ òî÷åê íà 
ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ñðåäû øèðèíà ëåíòû íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ 
ìàòðèöû ìåíüøå. Åñëè êàðêàñíàÿ òî÷êà ðàñïîëàãàåòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè òðåõ 
ãëàäêèõ ÷àñòåé íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè ñðåäû (ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé), òî å¸ 
îêðåñòíîñòü âëèÿíèÿ ñîñòîèò èç îäíîãî áëîêà ñ 8-þ êàðêàñíûìè òî÷êàìè è 
ñîîòâåòñòâóþùàÿ øèðèíà ëåíòû ìàòðèöû 8õ3=24. Äëÿ êàðêàñíîé òî÷êè íà 
ïåðåñå÷åíèè äâóõ ãëàäêèõ ÷àñòåé íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè îêðåñòíîñòü 
âëèÿíèÿ âêëþ÷àåò äâà áëîêà ñ 12-þ êàðêàñíûìè òî÷êàìè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ 
øèðèíà ëåíòû ìàòðèöû 12õ3=36. Åñëè êàðêàñíàÿ òî÷êà ðàñïîëàãàåòñÿ íà 
÷àñòè íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè ñðåäû, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ãëàäêîé èëè 
êóñî÷íî-ãëàäêîé, òî å¸ îäíîñëîéíàÿ îêðåñòíîñòü âëèÿíèÿ ñîäåðæèò 4 áëîêà 
ñ 18 êàðêàñíûìè òî÷êàìè è øèðèíà ëåíòû ìàòðèöû ðàâíÿåòñÿ 18õ3=54. 

Â ñëó÷àå äâóõñëîéíûõ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê 

îòëè÷íûìè îò íóëÿ ïðîèçâîäíûìè îò ïðîèçâîäíîé (k)
ˆI∂ ∂u  ÿâëÿþòñÿ 

ïðîèçâîäíûå íå òîëüêî ïî ïåðåìåùåíèÿì êàðêàñíûõ òî÷åê, ñîäåðæàùèåñÿ 

â îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ (k) −êàðêàñíîé òî÷êè. Îòëè÷íû îò íóëÿ òàêæå è 

ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåùåíèÿì êàðêàñíûõ òî÷åê èç îäíîãî (òðåòüåãî) ñëîÿ, 
îêðóæàþùåãî äàííóþ äâóõñëîéíóþ îêðåñòíîñòü. Îáùåå ÷èñëî êàðêàñíûõ 
òî÷åê â äâóõñëîéíîé îêðåñòíîñòè è å¸ îêðóæàþùåì (òðåòüåì) ñëîå 
7õ7õ7=343. Ïîýòîìó â óðàâíåíèÿõ (4.6) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êàðêàñíîé 

òî÷êè (k)  íå ðàâíû íóëþ ñëåäóþùèå âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèîíàëà 

ýíåðãèè: 
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ˆ ˆ

∂
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∂ ∂u u
.  (4.13) 

Çäåñü 1(k ) ,…, 342(k ) −íîìåðà êàðêàñíûõ òî÷åê, êîòîðûå ïîìèìî ñàìîé 

òî÷êè (k ) ðàñïîëîæåíû â îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ äàííîé òî÷êè è ñëîå, 
êîòîðûé ê íåé ïðèìûêàåò. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â 
ñòðîêå ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.6) â ñëó÷àå äâóõñëîéíîé ñõåìû 
ìåòîäà ðàâíÿåòñÿ 343õ3=1029 – äëÿ âíóòðåííèõ êàðêàñíûõ òî÷åê íà 
ãëóáèíå òðåõ è áîëåå ñëîåâ îò ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè. 

Â îáùåì ñëó÷àå р − ñëîéíîé ñõåìû äëÿ ôèêñèðîâàííîé êàðêàñíîé 

òî÷êè (k)  ïðîèçâîäíûå 2
(k) ( )

ˆ ˆI l∂ ∂ ∂u u  îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî ïî 

ïåðåìåùåíèÿì òåõ êàðêàñíûõ òî÷åê, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ êàê â 

îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ òî÷êè (k)  èç р  ñëîåâ, òàê è â р 1−  îêðóæàþùèõ 

ñëîÿõ. ×èñëî êàðêàñíûõ òî÷åê ( )l  â р − ñëîéíîé îêðåñòíîñòè è 

ïðèìûêàþùèõ ê íåé ñëîÿõ, ïî ïåðåìåùåíèÿì êîòîðûõ ïðîèçâîäíûå 
2

( )(k)
ˆ ˆI l∂ ∂ ∂u u , k const=  îòëè÷íû îò íóëÿ, ðàâíÿåòñÿ 

(4р 1)x(4р 1)x(4р 1)− − − . Ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â 

ñòðîêå ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.4) ðàâíî 3(4р 1) x3− . 

Îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê, ïðèìûêàþùèå ê ãðàíè÷íîé 
ïîâåðõíîñòè ñðåäû, è èõ ñëîè «ïðèòÿæåíèÿ» ñîñòîÿò èç ìåíüøåãî ÷èñëà 
áëîêîâ è ÷àñòåé áëîêîâ, îòñåêàåìûõ ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ ñðåäû. Òàêèå 
îêðåñòíîñòè ñîäåðæàò ìåíüøåå ÷èñëî êàðêàñíûõ òî÷åê, ïî ïåðåìåùåíèÿì 
êîòîðûõ âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè 

2
(k) ( )ˆ ˆI l∂ ∂∂ u u îòëè÷àþòñÿ îò íóëÿ. 

Äëÿ òî÷åê (k ) ñ îäíîñëîéíûìè îêðåñòíîñòÿìè, ðàñïîëîæåííûõ íà 
÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ñðåäû ñ âíåøíåé íàãðóçêîé, ÷èñëî íåíóëåâûõ 
ýëåìåíòîâ â ñòðîêå ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.6) áóäåò ìåíüøèì, ÷åì 
äëÿ êàðêàñíîé òî÷êè â «ãëóáèíå» ñðåäû. Â ñëó÷àå äâóõñëîéíûõ 
îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî óæå äëÿ 
êàðêàñíûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ â òðåõ ïðèãðàíè÷íûõ ñëîÿõ êàðêàñíûõ 
òî÷åê. Ïðè р − ñëîéíûõ îêðåñòíîñòÿõ âëèÿíèÿ øèðèíà ëåíòû ìàòðèöû äëÿ 

òî÷åê èç 2р 1−  ïðèãðàíè÷íûõ ñëîåâ êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû ìåíüøå, ÷åì 

øèðèíà ëåíòû ìàòðèöû äëÿ áîëåå «ãëóáîêî» ðàñïîëîæåííûõ êàðêàñíûõ 
òî÷åê (çäåñü â êîíòåêñòå èçëîæåíèÿ óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü ñëîè 
(ïîâåðõíîñòè) ðàñïîëîæåíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê âìåñòî ñëîåâ áëîêîâ). 

Äëÿ òî÷åê (k ), êîòîðûå ðàñïîëàãàþòñÿ íà ÷àñòè ãðàíè÷íîé 
ïîâåðõíîñòè ñðåäû ñ êèíåìàòè÷åñêèìè óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèå 
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.6) íå ôîðìèðóþòñÿ. ×èñëî ñëîåâ 

êàðêàñíûõ òî÷åê (k ), äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ 
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2
(k) ( )ˆ ˆI l∂ ∂∂ u u ìåíüøå, ÷åì äëÿ «ãëóáîêî» ðàñïîëîæåííûõ òî÷åê, íà 

åäèíèöó áîëüøå ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîåâ êàðêàñíûõ òî÷åê âîçëå 
«ñèëîâîé» ÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè. 

Â ñëó÷àå ðåàëèçàöèè ìåòîäà êàðêàñíûõ áëîêîâ â ôîðìå ýêñòðåìàëüíîé 
çàäà÷è ïðîèçâîäèòñÿ ïðÿìàÿ ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà ïîëíîé ýíåðãèè 
ñðåäû (4.1) íà îñíîâå ïîñëåäîâàòåëüíîãî âàðüèðîâàíèÿ ïåðåìåùåíèé åé 
êàðêàñíûõ òî÷åê. Äëÿ êàæäîãî âíîâü âàðüèðîâàííîãî (èçìåíåííîãî) 
çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè ðåøàþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ å¸ 
îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ äàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ 

îïðåäåëÿþòñÿ íîâûå âíóòðåííèå ïîëÿ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ (k) −êàðêàñíîé 

òî÷êè è èçìåíåííîå (íîâîå) çíà÷åíèå å¸ ýíåðãèè (k)I . Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.5) 

ýíåðãèÿ ñðåäû ïðè ðàññìàòðèâàåìîì ïîäõîäå îáóñëîâëèâàåòñÿ ëèøü 
èçìåíåíèåì ýíåðãèè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè, òî èçìåíåííîå 

(íîâîå) çíà÷åíèå ýíåðãèè ñðåäû (k) (k)I I I= + , ãäå (k)I − çíà÷åíèå ýíåðãèè 

ñðåäû çà èñêëþ÷åíèåì îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ òî÷êè (k ), êîòîðîå ïðè 
âàðüèðîâàíèè å¸ ïåðåìåùåíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ. 

Âàðüèðîâàíèå ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê ïðîèçâîäèòñÿ ñ ó÷åòîì 
ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèé (êèíåìàòè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé). Åñëè 
âàðüèðîâàíèå ïåðåìåùåíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ 
ýíåðãèè å¸ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ (4.4), òî âàðèàöèÿ êàðêàñíîãî 
ïåðåìåùåíèÿ ñ÷èòàåòñÿ àêòóàëüíîé. Åñëè ýíåðãèÿ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ 
óâåëè÷èâàåòñÿ, òî âàðèàöèÿ ïåðåìåùåíèÿ àííóëèðóåòñÿ, ò.å. ïðîèçâîäèòñÿ 
âîçâðàò ê ïðåäøåñòâóþùèì çíà÷åíèÿì ïåðåìåùåíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè è 
ýíåðãèè åå îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ âàðèàöèîííîé 
ïðîöåäóðû äëÿ äàííîé êàðêàñíîé òî÷êè ïðîèçâîäèòñÿ âûïîëíåíèå 
ïðîöåäóðû äëÿ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ ñìåæíîé ñ íåé äðóãîé êàðêàñíîé 
òî÷êè è ò.ä., â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíîé ñõåìîé ÌËÂ [11]. Îòëè÷èå îò 
èçâåñòíîé ñõåìû â òîì, ÷òî âíóòðåííèå ïîëÿ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ 
êàðêàñíîé òî÷êè ïðè ýòîì îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ ìèêðîêðàåâûõ 
çàäà÷, à íå íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèè ïîëåé ïåðåìåùåíèé ñ ïîìîùüþ 
êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé. 

Ìåòîä êàðêàñíûõ áëîêîâ ïðè åãî ðåàëèçàöèè â ýêñòðåìàëüíîé ôîðìå 
ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ êîìïîçèòíûõ ñðåä 
(êàê, âïðî÷åì, è îäíîðîäíûõ) â óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ îãðàíè÷åíèé íà 
ïåðåìåííûå çàäà÷è â âèäå íåðàâåíñòâ (êîíòàêòíûå çàäà÷è, ó÷åò ñèë òðåíèÿ 
è ò.ï.). 

Îäíîñëîéíàÿ ñõåìà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìíîãîñëîéíûìè áîëåå ïðîñòî 
ðåàëèçóåòñÿ, òðåáóåò íàèìåíüøåãî îáúåìà âû÷èñëåíèé è, âìåñòå ñ òåì, ïî 
òî÷íîñòè àíàëèçà òàêàÿ, êàê ìíîãîñëîéíûå ñõåìû. Ïîñëåäíåå âïîëíå 
î÷åâèäíî èç ðåàëèçàöèè ïîäõîäà â ôîðìå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è. 
Ïîãðåøíîñòü àíàëèçà êîìïîçèòíîé ñðåäû íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî 
ïîäõîäà, ðåàëèçóåìîãî êàê â äèôôåðåíöèàëüíîé, òàê è ýêñòðåìàëüíîé 
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ôîðìàõ, íå çàâèñèò îò ñòåïåíè äèñêðåòèçàöèè íà âåðõíåì óðîâíå àíàëèçà 
(ìàñøòàáà ðàçáèåíèÿ ñðåäû íà áëîêè, çàäàþùåì ãóñòîòó êàðêàñíûõ òî÷åê). 
Ïîãðåøíîñòü ïîäõîäà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî òî÷íîñòüþ ðåøåíèÿ êðàåâûõ 
(ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíûõ) çàäà÷ äëÿ áëîêîâ ñðåäû íà îñíîâå óðàâíåíèé 
ÌÄÒÒ, òî åñòü çàâèñèò òîëüêî îò ñòåïåíè äèñêðåòèçàöèè íèæíåãî óðîâíÿ 
àíàëèçà (äèñêðåòèçàöèè áëîêîâ ñðåäû). 

Ìåòîä êàðêàñíûõ áëîêîâ, ðàçóìååòñÿ, ìîæíî ïðèìåíÿòü è ê ðàñ÷åòó 
(àíàëèçó) îäíîðîäíîé ñðåäû. Ýíåðãèÿ áëîêîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ 
îäíîðîäíàÿ ñðåäà, ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ðàçíûìè ìåòîäàìè âû÷èñëèòåëüíîé 
ìåõàíèêè, êàê-òî: ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (ÌÊÐ), ìåòîäîì êîíå÷íûõ 
ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ), ìåòîäàìè íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è äð. Ïðè ýòîì 
òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ñðåäû áóäåò çàâèñåòü íå îò ðàçìåðîâ áëîêîâ (÷èñëà 
êàðêàñíûõ òî÷åê), à îò ïëîòíîñòè äèñêðåòíîé ñåòêè (ñòåïåíè 
äèñêðåòèçàöèè) áëîêîâ â ðàñ÷åòå ñ ïîìîùüþ ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäà. 
(Ôîðìàëüíî îäíîðîäíàÿ ñðåäà, êàê è ñòðóêòóðíàÿ, ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà 
íåñêîëüêî áëîêîâ ñ åäèíñòâåííîé êàðêàñíîé òî÷êîé âíóòðè ñðåäû, 
ÿâëÿþùåéñÿ èõ îáùåé âåðøèíîé). 

5. Ìèêðîìåõàíè÷åñêèé (ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíûé) óðîâåíü àíàëèçà 

Íà ìèêðîìåõàíè÷åñêîì (ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíîì) óðîâíå àíàëèçà ñðåäû 
äëÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ åå êàðêàñíûõ òî÷åê ôîðìèðóþòñÿ êðàåâûå 
(ìèêðîêðàåâûå) çàäà÷è. Ñîîòâåòñòâåííî ñòàòè÷åñêîìó èëè äèíàìè÷åñêîìó 
õàðàêòåðó ìàêðîìåõàíè÷åñêîé (â öåëîì äëÿ ñðåäû) êðàåâîé çàäà÷è íà 
ìèêðîìåõàíè÷åñêîì óðîâíå ðåøàþòñÿ ìèêðîêðàåâûå çàäà÷è â ñòàòè÷åñêîé 
èëè äèíàìè÷åñêîé ïîñòàíîâêàõ. Ðåøåíèÿ ìèêðîêðàåâûõ çàäà÷ âûÿâëÿþò 
âíóòðåííèå ïîëÿ â îêðåñòíîñòÿõ âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê. Â èòîãå èõ 
ðåøåíèé âíóòðåííèå ïîëÿ âûÿâëÿþòñÿ â öåëîì äëÿ âñåé ñðåäû. Íà îñíîâå 
íàéäåííûõ âíóòðåííèõ ïîëåé îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ 
ôóíêöèîíàëû ýíåðãèè, ïðèðàùåíèÿ ýíåðãèè èëè äåéñòâèÿ äëÿ 
îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ (äëÿ ñðåäû â öåëîì äàííûå ôóíêöèîíàëû çàäàþòñÿ 
(3.2), (3.3) è (3.4) ñîîòâåòñòâåííî). Ôóíêöèîíàëû ñîñòîÿíèÿ ñðåäû 
âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ðåàëèçàöèÿõ ïîäõîäà êàê â äèôôåðåíöèàëüíîé, òàê è 
ýêñòðåìàëüíîé ôîðìàõ. Â ñëó÷àå ÌÊÁ â ôîðìå äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è 
ìèêðîêðàåâûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ òàêæå äëÿ îáúåäèíåíèé ïîïàðíî 
ïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê 
ñðåäû (ñì. ï.4). 

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êîìïîíåíòîâ ìàòåðèàëà îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ 
êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû ïðåäñòàâëÿåì â âèäå 

 
k
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ãäå (k)nV −îáëàñòü îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ (k )–òî÷êè, çàíèìàåìàÿ n −é 

ñòðóêòóðíîé ñîñòàâëÿþùåé; i k i
n n

ˆ ˆ( ), F ( , t)ρ θ θ −ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà è 

êîìïîíåíòû âíåøíåé ìàññîâîé ñèëû äëÿ n −é ñîñòàâëÿþùåé ñðåäû; 
k k k
n n nu , v u / t= ∂ ∂ −êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèÿ è ñêîðîñòè n −é ñîñòàâëÿþùåé 

ñðåäû; i∇ −
�

êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ìåòðèêå ijq
�  èñõîäíîé 

êîíôèãóðàöèè ñðåäû ïî êîîðäèíàòíîé ïåðåìåííîé iθ̂ . 

Â áîëåå îáùèõ ñëó÷àÿõ èññëåäîâàíèÿ ñðåäû íåîáõîäèìî èñõîäèòü 
íåïîñðåäñòâåííî èç âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñðåäû 
â öåëîì íà áàçå êîíå÷íîãî ôóíêöèîíàëà (3.2) èëè èíêðåìåíòàëüíîãî 
ôóíêöèîíàëà (3.3) â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è è íà áàçå èíêðåìåíòàëüíîãî 
ôóíêöèîíàëà (3.4) â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ÌÊÁ 
ïðèìåíÿåòñÿ â ôîðìå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è. Ñëåäóåò èñõîäèòü èç 
ñîîòâåòñòâóþùèõ âàðèàöèîííûõ ôîðìóëèðîâîê êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ 
îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê. Äëÿ ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è, 
ôîðìóëèðóåìîé íà áàçå (3.2), âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà êðàåâîé çàäà÷è 

äëÿ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè (k)  ïðåäïîëàãàåò ðåøåíèå ýòîé 

çàäà÷è ïðîèçâîäèòü íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ 
ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ ýòîé òî÷êè äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî 

ïîëÿ ïåðåìåùåíèé iˆ( , t)θu : 

 

(k)n (k)n

(k) s (k)n s n ij s (k)n n i s (k)n
n n Vn V

I I Ф [q ]dV P [u ]dV= = + ρ +∑ ∑ ∑∫ ∫
�

 (5.2) 

 

(k)n

n i s (k)n

n A

П [u ]dА+ =∑ ∫ extremum, (k) (k)n
n

V V= ∪ , s 1,2,...= , k 1, 2,...=  . 

Çäåñü è äàëåå (k)I  è (k)nI −ôóíêöèîíàëû ïîëíîé ýíåðãèè îêðåñòíîñòè 

âëèÿíèÿ â îáúåìå (k)V  êàðêàñíîé òî÷êè (k ) è n −é êîìïîíåíòû ìàòåðèàëà 

â îáúåìå (k)nV  â ïðåäåëàõ îêðåñòíîñòè òî÷êè (k ); 
(k)nA − ãðàíü n −é 

êîìïîíåíòû îêðåñòíîñòè (k) − òî÷êè â ÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ñðåäû 

Aσ , ÷åðåç êîòîðóþ ñðåäà íàãðóæàåòñÿ. 

Â êà÷åñòâå âíåøíèõ óñëîâèé ìèêðîêðàåâîé çàäà÷è çàäàåì 

ïåðåìåùåíèå êàðêàñíîé òî÷êè (k ) è åãî âàðüèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ïî 
íàéäåííîìó èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.6) èëè ïðÿìîé 
ýêñòðåìàëèçàöèåé ôóíêöèîíàëà (4.1) êàðêàñíîìó ïîëþ ïåðåìåùåíèé (3.5) 
êàê: 

 i i
(k) s (k) s

ˆ ˆˆ( , t ) ( , t )θ = θu u , i i
(k) s (k) (k) s (k)

ˆ ˆˆ ˆ( , t ) ( , t )θ + ∆ = θ + ∆u u u u ,  (5.3) 

 i i
(k) s (k) (k) s (k)

ˆ ˆˆ ˆ( , t ) ( , t )θ − ∆ = θ − ∆u u u u , s 1,2,...=  , k 1,2,... ,=  
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ãäå st − çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ t  â ñîîòâåòñòâèè ñ 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàãðóæåíèÿ ñðåäû. 
Óñëîâèÿ íà ÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ, 

âêëþ÷àåìîé ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ ñðåäû, îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåìåùåíèÿìè 
è ïëîòíîñòÿìè â íåé âíåøíèõ ïîâåðõíîñòíûõ ñèë: 

 i i
s s

ˆ ˆ( , t ) ( , t )θ = θu u , i
(k) u

ˆ A A ,θ ∈ ∩  (5.4) 

 i i i
s s (k)

ˆ ˆ ˆ( , t ) ( , t ) , A A , s 1,2,...σθ = θ θ ∈ =σ σσ σσ σσ σ ∩ , k 1,2,...=  ,  

ãäå (k)A −ãðàíè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ (k) −êàðêàñíîé 

òî÷êè; uA , Aσ − ÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ñðåäû À ñ çàäàííûìè 

âåêòîðàìè ïåðåìåùåíèÿ u  è íàïðÿæåíèÿ σσσσ  ñîîòâåòñòâåííî (äëÿ 

îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ âíóòðè ñðåäû òàêèå óñëîâèÿ îòñóòñòâóþò). 

Ìèêðîêðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè (k ) 
ðåøàåòñÿ ïðè çàäàâàåìûõ äëÿ îêðåñòíîñòè óñëîâèÿõ (5.3), (5.4) è 
ôèêñèðîâàííîì ïîëîæåíèè òîé ÷àñòè âíåøíåé ïîâåðõíîñòè îêðåñòíîñòè 
âëèÿíèÿ, êîòîðàÿ ðàñïîëàãàåòñÿ âíóòðè ñðåäû. Òàêîå ïîëîæåíèå äàííîé 
÷àñòè âíåøíåé ïîâåðõíîñòè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè 
âûïîëíåíèè òîé ÷àñòè èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû àíàëèçà ñðåäû, êîòîðàÿ 
ïðåäøåñòâóåò âàðüèðîâàíèþ ïîëîæåíèÿ äàííîé êàðêàñíîé òî÷êè. 
Ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå íà ÷àñòè ïîâåðõíîñòè îãðàíè÷åíèÿ îêðåñòíîñòè 
êàðêàñíîé òî÷êè, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà âíóòðè ñðåäû, ïðåäñòàâèì â âèäå 

 i (r) i i
s s (k)

ˆ ˆ ˆ( , t ) ( , t ), A \ A, s 1,2,...θ = θ θ ∈ =u u , k 1,2,... .=  (5.5) 

Çäåñü (r) i
s

ˆ( , t )θ −u ïîëå ïåðåìåùåíèé ñðåäû, íàéäåííîå íà îñíîâå 

èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû âàðüèðîâàíèÿ ïîëîæåíèÿìè êàðêàñíûõ òî÷åê 

ñðåäû äî âûïîëíåíèÿ âàðüèðîâàíèÿ ïîëîæåíèåì äàííîé (k) −êàðêàñíîé 
òî÷êè íà s −øàãå íàãðóæåíèÿ ñðåäû. 

Âíóòðåííèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè áåçäåôåêòíîì êîíòàêòå 
ñîñòàâëÿþùèõ ïðåäñòàâëÿþò ðàâåíñòâà ìåæäó ñîáîé ïåðåìåùåíèé è 
íàïðÿæåíèé â ñòðóêòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ íà ãðàíèöàõ èõ ðàçäåëà â 
ðàññìàòðèâàåìîé êàðêàñíîé îêðåñòíîñòè: 

 i i
m s n s

ˆ ˆ( , t ) ( , t ),θ = θu u  i i
m s n s

ˆ ˆ( , t ) ( , t ),θ = θσ σσ σσ σσ σ  (5.6) 

 i
(k)mn

ˆ A , s 1,2,...θ ∈ = , k 1,2,...=  , 

ãäå (k)mnA − ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ìàòðèöû ñ íîìåðîì «m» è âîëîêîí èëè 

ìàòðè÷íûõ âêëþ÷åíèé ñèñòåìû àðìèðîâàíèÿ ñ íîìåðîì «n » â îêðåñòíîñòè 

âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè (k) ; m m, σσσσu  è n n, −σσσσu âåêòîðû ïåðåìåùåíèé è 

íàïðÿæåíèé â êîìïîíåíòàõ «m» è «n » êîìïîçèòíîé ñðåäû. 
Ðåøåíèÿ «ìèêðîêðàåâûõ» çàäà÷ (5.2) – (5.6) ïðè îïðåäåëÿþùèõ 

óðàâíåíèÿõ êîìïîíåíòîâ ìàòåðèàëà ïîçâîëÿþò íàéòè âíóòðåííèå ïîëÿ 

ñðåäû i
ni s

ˆu ( , t )θ , i
nij s

ˆ( , t )ε θ , ij i
n n s

ˆJ ( , t )σ θ , îòâå÷àþùèå ïîëþ åå êàðêàñíûõ 
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ïåðåìåùåíèé i
s

ˆˆ ( , t )θu  íà s −øàãå íàãðóæåíèÿ (ïåðåìåùåíèÿì êàðêàñíûõ 

òî÷åê i
(k) s max

ˆˆ ( , t ), k 1,2,...,kθ =u ). 

Â ñëó÷àå èññëåäîâàíèÿ ñðåäû íà áàçå èíêðåìåíòàëüíîãî ôóíêöèîíàëà 
(3.3) ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê 
òàêæå áàçèðóþòñÿ íà óðàâíåíèÿõ è óñëîâèÿõ, êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ 
âìåñòî (5.2) – (5.6) â ñîîòâåòñòâóþùåì èíêðåìåíòàëüíîì âèäå. Â òàêîé 
ïîñòàíîâêå çàäà÷è âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà t  âûïîëíÿåò ðîëü ïàðàìåòðà 
ïðîäîëæåíèÿ ñ èíêðåìåíòàëüíûìè ïî íåìó øàãàìè, îòâå÷àþùèìè 

äèñêðåòíûì çíà÷åíèÿì st t= , s 1,2,...= ; 0t t= −îòâå÷àåò îòñ÷åòíîìó 

ñîñòîÿíèþ ñðåäû. 
Â ñëó÷àå èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû íà áàçå 

ôóíêöèîíàëà (3.4) ðåøåíèå çàäà÷ äåôîðìèðîâàíèÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ 
êàðêàñíûõ òî÷åê ïðîèçâîäèòñÿ íà áàçå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñòðåìàëüíûõ 
ôîðìóëèðîâîê äëÿ äàííûõ îêðåñòíîñòåé: 

 
(k) s 1 (k)n s 1

n

I I+ +∆ = ∆∑ [ ]
s 1

s

t

1 2 3

t

T U L L L dt extremum,
+

= ∆ − ∆ + ∆ + ∆ + ∆ =∫
 

 
s 1 s 1 s 1

s s s

t t t

i
1 (k) s s 1

t t t

ˆTdt, Udt, L dt , ( , t) V [t , t ]
+ + +

+

 
 ∆ ∆ ∆ θ ∈ ×
 
 
∫ ∫ ∫ ,  (5.7) 

 
s 1

s

t

i
2 (k) s s 1

t

ˆL dt, ( , t) A A [t , t ]
+

σ +

 
 ∆ θ ∈ ×
 
 
∫ ∩ , 

 
s 1

s

t

i
3 (k) c s s 1

t

ˆL dt, ( , t) A A [t , t ]
+

+

 
 ∆ θ ∈ ×
 
 
∫ ∩ , s 0, 1,... ,=  k 1,2,...=  . 

Çäåñü kI∆  è (k)nI∆ −èíêðåìåíòàëüíûå ôóíêöèîíàëû äåéñòâèÿ äëÿ 

îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè (k ) è n −é êîìïîíåíòû ìàòåðèàëà â 
ïðåäåëàõ îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ òî÷êè (k ), êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ 
ôóíêöèîíàëîì äëÿ ñðåäû â öåëîì (3.4). 

Â êà÷åñòâå âíåøíåãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ èñõîäíîå èëè óòî÷íÿåìîå 
(âàðüèðóåìîå) ïîëå êàðêàñíûõ ïåðåìåùåíèé (3.5) çàäàåò ïðèðàùåíèÿ 
ïåðåìåùåíèé (òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ) êàðêàñíûõ òî÷åê â èíêðåìåíòàëüíîì 

ïðîìåæóòêå âðåìåíè s s 1t t t +≤ ≤ : 

 i i
k k

ˆ ˆˆ( , t) ( , t)∆ θ = ∆ θu u , s s 1t t t +≤ ≤ , s 0,1,...,=  maxk 1,2,...,k= .  (5.8) 

Íà ÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ, âêëþ÷àåìîé 
ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ ñðåäû, â êà÷åñòâå âíåøíèõ óñëîâèé çàäàþòñÿ 
òåêóùèå ïðèðàùåíèÿ ïåðåìåùåíèé è ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ âíåøíèõ 
ñèë íà èíêðåìåíòàëüíîì øàãå: 
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 i iˆ ˆ( , t) ( , t)∆ θ = ∆ θu u , i
(k) u

ˆ A Aθ ∈ ∩ , s s 1t t t +≤ ≤ , (5.9) 

 i iˆ ˆ( , t) ( , t)∆ θ = ∆ θσ σσ σσ σσ σ , i
(k)

ˆ A Aσθ ∈ ∩ , s s 1t t t +≤ ≤ , s 0,1,...,=  k 1,2,...=  . 

Îñòàâøååñÿ âíåøíåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå çàäàåò íåèçìåíÿåìîå äëÿ 
ðàññìàòðèâàåìîãî øàãà íàãðóæåíèÿ òåêóùåå ïîëîæåíèå ÷àñòè ãðàíè÷íîé 
ïîâåðõíîñòè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ êàðêàñíîé òî÷êè, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà 
âíóòðè ñðåäû: 

 iˆ( , t) 0∆ θ =u , i
(k)

ˆ A \ Аθ ∈ , s s 1t t t +≤ ≤ , s 0,1,...,=  k 1,2,...=   (5.10) 

(òåêóùåå ïîëîæåíèå äàííîé ÷àñòè âíåøíåé ïîâåðõíîñòè îêðåñòíîñòè 
âëèÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè òîé ÷àñòè ïðîöåäóðû, êîòîðàÿ 
ïðåäøåñòâóåò âàðüèðîâàíèþ òðàåêòîðèåé äàííîé êàðêàñíîé òî÷êè). 

Âíóòðåííèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè áåçäåôåêòíîì êîíòàêòå 
êîìïîíåíòîâ ìàòåðèàëà ïðåäñòàâëÿþò ðàâåíñòâà ìåæäó ñîáîé ïðèðàùåíèé 
ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé â êîìïîíåíòàõ íà ãðàíèöàõ èõ ðàçäåëà â 
ðàññìàòðèâàåìîé êàðêàñíîé îêðåñòíîñòè íà òåêóùåì èíêðåìåíòàëüíîì 
øàãå: 

  i i
m n

ˆ ˆ( , t) ( , t)∆ θ = ∆ θu u , i i
m n

ˆ ˆ( , t) ( , t)∆ θ = ∆ θσ σσ σσ σσ σ ,  (5.11) 

 i
(k)mn

ˆ Aθ ∈ , s s 1t t t +≤ ≤ , s 0,1,...,=  k 1,2,...=  . 

Ê âíåøíèì (5.8) – (5.10) è âíóòðåííèì (5.11) óñëîâèÿì ñëåäóåò 
ïðèñîåäèíèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, çàäàþùèå ïðèðàùåíèÿ ïåðåìåùåíèé è 
ñêîðîñòè îêðåñòíîñòè âëèÿíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò èíêðåìåíòàëüíîãî øàãà 
íàãðóæåíèÿ. Ïðè íåïðåðûâíîì ñ òå÷åíèåì âðåìåíè èçìåíåíèè 
ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé ñðåäû ïðèðàùåíèÿ ïåðåìåùåíèé â íà÷àëüíûé 
ìîìåíò î÷åðåäíîãî øàãà íàãðóæåíèÿ ðàâíû íóëþ: 

 i
s

ˆ( , t ) 0∆ θ =u , i
(k)

ˆ Vθ ∈ , s s s 1t [t , t ], s 0,1,...,+∈ =  k 1,2,...=  . 

Ñêîðîñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò î÷åðåäíîãî øàãà íàãðóæåíèÿ 
îïðåäåëÿþòñÿ êàê 

 
s s

i i
s s s 1s (k)

t t

d dˆ ˆ t [t , t ]( , t ) , V , , s 0,1,... ,
dt dt

+
∆

∈θ = = θ ∈ =
u u

v k 1,2,...=  . 

Ìèêðîìåõàíè÷åñêèé àíàëèç ñðåäû ïðîèçâîäèòñÿ íà îñíîâå âûäåëåíèÿ 
îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê, îáðàçóåìûõ îäíèì ñëîåì áëîêîâ, 
èìåþùèõ êàðêàñíóþ òî÷êó â êà÷åñòâå îáùåé äëÿ íèõ âåðøèíû. Ìîæíî 
òàêæå ïðèìåíÿòü ñ äâóìÿ, òðåìÿ è áîëüøèì ÷èñëîì ñëîåâ îêðåñòíîñòè 
âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê (ñì. ï. 4). Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ îêðåñòíîñòåé 
âëèÿíèÿ ñ äâóìÿ è áîëåå ñëîÿìè áëîêîâ, äðóãèå êàðêàñíûå òî÷êè â 

îêðåñòíîñòè «áàçîâîé» òî÷êè (k)  âûïîëíÿþò òàêóþ æå ðîëü, êàê òî÷êè 

äèñêðåòíîé ñõåìû ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà (ðàçóìååòñÿ, ê 

ñàìîé òî÷êå (k)  ýòî íå îòíîñèòñÿ). 

Ïðè èçìåíåíèè (âàðüèðîâàíèè) íà ìàêðîìåõàíè÷åñêîì óðîâíå àíàëèçà 
ïåðåìåùåíèé ëèáî òðàåêòîðèé êàðêàñíûõ òî÷åê ïðîèçâîäèòñÿ 
ïåðåâû÷èñëåíèå âíóòðåííèõ ïîëåé èõ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ íà áàçå 
ðåøåíèÿ ìèêðîêðàåâûõ çàäà÷ (5.1) èëè (5.2), (5.3) – (5.6) (ñòàòè÷åñêîå 
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íàãðóæåíèå) ëèáî (5.7) – (5.11) (äèíàìè÷åñêîå íàãðóæåíèå). Ðåøåíèå 
äàííûõ ìèêðîêðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îêðåñòíîñòåé êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû 
ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ íà áàçå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìåòîäà 
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, ìåòîäà ëîêàëüíûõ âàðèàöèé è äðóãèõ èçâåñòíûõ 
ìåòîäîâ ÌÄÒÒ. 

Åñëè ìåòîä ÌÊÁ ïðèìåíÿåòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå, òî íàðÿäó ñ 
ìèêðîêðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê 
ðåøàþòñÿ òàêæå è ìèêðîêðàåâûå çàäà÷è äëÿ îáúåäèíåíèé ïîïàðíî 
ïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé èõ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ. Ìèêðîêðàåâûå 
çàäà÷è äëÿ îáúåäèíåíèé ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ êàðêàñíûõ 
òî÷åê ôîðìóëèðóþòñÿ òàê, êàê è äëÿ îòäåëüíûõ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ. 
Îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ ëèøü òî, ÷òî âìåñòî ïåðåìåùåíèÿ (5.3) îäíîé 

êàðêàñíîé òî÷êè (k)  çàäàþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ äâóõ êàðêàñíûõ òî÷åê (k)  è 

( )l  ñ ïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè âëèÿíèÿ íà îñíîâå íàéäåííîãî ïîëÿ 

êàðêàñíûõ ïåðåìåùåíèé iˆˆ ( , t)θu , êàê-òî: 

 i i
(k) s (k) s

ˆ ˆˆ( , t ) ( , t )θ = θu u , i i
( ) s ( ) s

ˆ ˆˆ( , t ) ( , t )l lθ = θu u , 

 i i
(k) s (k) (k) s (k)

ˆ ˆˆ ˆ( , t ) ( , t )θ ± ∆ = θ ± ∆u u u u ,  

 i i
( ) s ( ) ( ) s ( )

ˆ ˆˆ ˆ( , t ) ( , t )l l l lθ ± ∆ = θ ± ∆u u u u , 

 s 1,2,...,=  k, 1,2,...l =  . 

Áëàãîäàðÿ çàäàíèþ ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê è 
ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷ ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíîãî óðîâíÿ àíàëèçà 
äëÿ îòäåëüíûõ îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ ñðåäû, à íå â öåëîì äëÿ ñðåäû, 
âû÷èñëåíèå âíóòðåííèõ ïîëåé ñðåäû ïðèîáðåòàåò óñòîé÷èâûé õàðàêòåð. 
Äëÿ çàäà÷ ñ ýêñòðåìàëüíîé ôîðìóëèðîâêîé ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ 
âíóòðåííèõ ïîëåé â óñëîâèÿõ, êîãäà ïåðåìåùåíèÿ (ìîäóëè âåêòîðîâ) 
çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñìåæíûìè òî÷êàìè äèñêðåòíîé 
ñõåìû ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî àíàëèçà, òðåáóåò íàìíîãî ìåíüøåãî îáúåìà 
âû÷èñëåíèé. Ýòî èìååò ìåñòî èç-çà âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ áîëüøèõ 
øàãîâ ïî èñòîðèè íàãðóæåíèÿ ñðåäû íà áàçå èñïîëüçîâàíèÿ ïîëÿ 
ïåðåìåùåíèé êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû. Âçàèìíûå ïåðåìåùåíèÿ ñìåæíûõ 
êàðêàñíûõ òî÷åê ìîãóò ïðè ýòîì íà ïîðÿäîê è áîëåå ïðåâîñõîäèòü 
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñìåæíûìè òî÷êàìè ëîêàëüíîé äèñêðåòèçàöèè áëîêîâ 
(îêðåñòíîñòåé âëèÿíèÿ). Òîãäà ïåðåìåùåíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê îïðåäåëÿþò 
ñîîòâåòñòâåííî áîëüøèå ïåðåìåùåíèÿ ìèêðîòî÷åê êàðêàñíûõ áëîêîâ â 
êà÷åñòâå èñõîäíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ïîñëåäóþùåãî âûïîëíåíèÿ 
âàðèàöèîííîé ïðîöåäóðû ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíîãî óðîâíÿ àíàëèçà ïðè 
ðåàëèçàöèè ïîñëåäíåãî íà åå îñíîâå. 

6. Çàêëþ÷åíèå 

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä êàðêàñíûõ áëîêîâ (ÌÊÁ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 
äâóõóðîâíåâûé ìàêðî–ìèêðîìåõàíè÷åñêèé ïîäõîä â ìåõàíèêå 
êîìïîçèòíûõ ñðåä ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ êîìïîíåíòîâ 
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ìàòåðèàëà ñðåäû. Ìåòîä ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ñëàáûõ è âûñîêèõ 
ãðàäèåíòàõ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû, à òàêæå äëÿ ñðåä, 
ñòðîåíèå êîòîðûõ íå ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü òàêóþ êëàññèôèêàöèþ èõ 
ñîñòîÿíèÿ. Äàííûé ïîäõîä ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñòî ìèêðîìåõàíè÷åñêèì 
(ìîäåëüþ êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäû), êîãäà êàæäûé èç ýëåìåíòîâ 
ñòðóêòóðû ðàññ÷èòûâàåòñÿ â óñëîâèÿõ åãî ñîâìåñòíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñî 
âñåé îñòàëüíîé ñðåäîé â öåëîì (à íå â ïðåäåëàõ áëîêà), èìååò âàæíûå 
ïðåèìóùåñòâà. 

Áëî÷íûé õàðàêòåð ïîäõîäà ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü ýôôåêòèâíûé 
àëãîðèòì íà áàçå ïàðàëëåëüíîãî ðåøåíèÿ ëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ 
îêðåñòíîñòåé êàðêàñíûõ òî÷åê èç áëîêîâ ñðåäû â ñëó÷àå ÌÊÁ â ôîðìå 
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è è äëÿ îêðåñòíîñòåé è îáúåäèíåíèé ïîïàðíî 
ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé êàðêàñíûõ òî÷åê â ñëó÷àå ÌÊÁ â ôîðìå 
äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è. 

Äâóõóðîâíåâûé ïîäõîä ðåàëèçóåòñÿ óñòîé÷èâî è ñ ìåíüøèì îáúåìîì 
âû÷èñëåíèé íà îñíîâå êàðêàñíîãî ïîëÿ ïåðåìåùåíèé, çàäàþùåãî 
ìàòåðèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû. Ýòî îáóñëîâëèâàåòñÿ 
âîçìîæíîñòüþ ïðèìåíåíèÿ íà ìàêðîìåõàíè÷åñêîì óðîâíå äîñòàòî÷íî 
áîëüøèõ øàãîâ ïî íàãðóæåíèþ ñðåäû, îáóñëîâëèâàþùèõ êàðêàñíûå 
ïåðåìåùåíèÿ è âìåñòå ñ íèìè ïåðåìåùåíèÿ ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíîãî óðîâíÿ, 
êîòîðûå ìîãóò íà ïîðÿäêè ïðåâîñõîäèòü ðàçìåðû ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà 
ñðåäû. Êàðêàñíûå òî÷êè ïðè ýòîì âûïîëíÿþò ðîëü áàçîâûõ (îïîðíûõ) 
òî÷åê ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè àíàëèçà ñðåäû. 

Â ïîäõîäå ìîæíî ïðèìåíÿòü óêðóïíåííûå áëîêè àðìèðîâàííîé 
(êóñî÷íî-îäíîðîäíîé) ñðåäû, âêëþ÷àþùèå òî èëè èíîå ÷èñëî áëîêîâ 
ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà. Òîãäà ïëîòíîñòü ðàñïîëîæåíèÿ 
êàðêàñíûõ òî÷åê ñðåäû óìåíüøàåòñÿ, à ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñìåæíûìè 
êàðêàñíûìè òî÷êàìè óâåëè÷èâàþòñÿ. Ýòî öåëåñîîáðàçíî ïðè àíàëèçå ñðåä 
ñî ñòðóêòóðîé ìåëêîãî ìàñøòàáà (íàïðèìåð, íàíîòåõíîëîãè÷åñêîé), êîãäà 
ïåðåìåùåíèÿ äåôîðìèðóåìîé ñðåäû íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ïðåâîñõîäÿò 
õàðàêòåðíûå ðàçìåðû åå ñòðóêòóðû. Ïîãðåøíîñòü àíàëèçà ñðåäû ïðè ýòîì 
çàâèñèò íå îò ïëîòíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ êàðêàñíûõ òî÷åê, à îò òî÷íîñòè 
ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî óðîâíÿ àíàëèçà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ 
ðàñïîëîæåíèÿ óçëîâûõ òî÷åê äèñêðåòíîé ñõåìû äàííîãî óðîâíÿ. 

Ìåòîä êàðêàñíûõ áëîêîâ ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü èññëåäîâàíèå ïîòåðè 
âíóòðåííåé (è ïðèïîâåðõíîñòíîé) óñòîé÷èâîñòè ñ ïîâåäåíèåì ìàòåðèàëà 
ñðåäû ïðè çàêðèòè÷åñêèõ äåôîðìàöèÿõ. Ýòî ïðîèçâîäèòñÿ íà îñíîâå 
âàðüèðîâàíèÿ ðàçáèåíèåì ñðåäû íà áëîêè òåõ èëè èíûõ ðàçìåðîâ 
(âàðüèðîâàíèÿ ðàñïîëîæåíèåì êàðêàñíûõ òî÷åê êàê óçëîâûõ âåðøèí 
âûäåëÿåìûõ áëîêîâ ñðåäû). Íà îñíîâå âàðüèðîâàíèÿ ðàçìåðàìè áëîêîâ è 
ñîîòâåòñòâóþùåé îðãàíèçàöèè ëîêàëüíî-ñòðóêòóðíîãî óðîâíÿ èõ àíàëèçà ïî 
êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ìîäåëè âûÿâëÿåòñÿ ïîòåðÿ âíóòðåííåé óñòîé÷èâîñòè è 
ýâîëþöèÿ çàêðèòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà ñðåäû (ïåðåõîäû ê 
óñòîé÷èâûì ôîðìàì ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëà). 
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