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ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÏËÀÑÒÈÍÛ ÑÎ ÑÆÈÌÀÞÙÈÌÈ 
ÅÅ ØÒÀÌÏÀÌÈ ÏÐÈ ÍÅÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÌ ÄÅÉÑÒÂÈÈ  

ÒÎÐÖÅÂÛÕ ÍÀÃÐÓÇÎÊ 

Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå èñòîðèè íàãðóæåíèÿ íåãëàäêîé ïëàñòèíû òîðöåâûìè 
íàãðóçêàìè íà ïðîöåññ ïðîòÿãèâàíèÿ åå ìåæäó ïëîñêèìè øòàìïàìè. Ðåøåíèå 
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå óòî÷íåííîé òåîðèè ïëàñòèí, 
ïðèñïîñîáëåííîé äëÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè 
ïîëîæåíèÿ ãðàíèö îáëàñòåé ñöåïëåíèÿ è ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì íà ëèöåâûõ 
ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû îò âåëè÷èíû ïðèêëàäûâàåìûõ òîðöåâûõ íàãðóçîê ïðè 
ïðîõîæäåíèè ïëàñòèíû ìåæäó ñæèìàþùèìè åå øòàìïàìè.  

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÍÎÐÌÀËÜÍÎÅ ÊÎÍÒÀÊÒÍÎÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ, 
ÊÀÑÀÒÅËÜÍÎÅ ÊÎÍÒÀÊÒÍÎÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ, ÎÁËÀÑÒÜ ÑÖÅÏËÅÍÈß, 
ÎÁËÀÑÒÜ ÏÐÎÑÊÀËÜÇÛÂÀÍÈß Ñ ÒÐÅÍÈÅÌ, ÏËÀÑÒÈÍÀ, ÆÅÑÒÊÈÅ 
ØÒÀÌÏÛ, ÒÎÐÖÅÂÛÅ ÍÀÃÐÓÇÊÈ, ÏÐÎÄÎËÜÍÛÅ ÓÑÈËÈß. 

 

Äîñë³äæóºòüñÿ âïëèâ ³ñòîð³¿ íàâàíòàæóâàííÿ íåãëàäêîþ ïëàñòèíè òîðöåâèìè 
íàâàíòàæåííÿìè íà ïðîöåñ ïðîòÿãóâàííÿ ¿¿ ì³æ ïëîñêèìè øòàìïàìè. Ð³øåííÿ 
ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ çä³éñíþºòüñÿ íà îñíîâ³ óòî÷íåíî¿ òåîð³¿ ïëàñòèí, 
ïðèñòîñîâàíî¿ äëÿ êîíòàêòíèõ çàäà÷. Ïðîâåäåíî äîñë³äæåííÿ çàëåæíîñò³ 
ïîëîæåííÿ ãðàíèöü îáëàñòåé ç÷åïëåííÿ ³ ïðîêîâçóâàííÿ ç òåðòÿì íà ëèöüîâèõ 
ïîâåðõíÿõ ïëàñòèíè â³ä âåëè÷èíè òîðöåâèõ íàâàíòàæåíü, ùî ïðèêëàäàþòüñÿ 
ïðè ïðîõîäæåíí³ ïëàñòèíè ì³æ ñòèñêàþ÷èìè ¿¿ øòàìïàìè. 
Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ÍÎÐÌÀËÜÍÀ ÊÎÍÒÀÊÒÍÀ ÂÇÀªÌÎÄ²ß, ÄÎÒÈ×ÍÀ 
ÊÎÍÒÀÊÒÍÀ ÂÇÀªÌÎÄ²ß, ÎÁËÀÑÒÜ Ç×ÅÏËÅÍÍß, ÎÁËÀÑÒÜ 
ÏÐÎÊÎÂÇÓÂÀÍÍß Ç ÒÅÐÒßÌ, ÏËÀÑÒÈÍÀ, ÆÎÐÑÒÊ² ØÒÀÌÏÈ, ÒÎÐÖÅÂ² 
ÍÀÂÀÍÒÀÆÅÍÍß, ÏÎÇÄÎÂÆÍ² ÇÓÑÈËËß. 

 

The effect of loading history of the uneven plate loading by end loads on the process 
of pulling it between the bar punches . The solution of the formulated problem was 
carried out on the base improved theory of plates adapted for Hertzian problem. 

A study of the dependence of the area’s boundaries of adhesion and slipping with 
friction on plate’s front surfaces from magnitude of the applied end loads with pulling 
of plate between compressing it hard punches has been held.  
Keywords: NORMAL CONTACT INTERACTION, THE TANGENTIAL CONTACT 
INTERACTION, THE REGION CLUTCH SLIP AREA WITH FRICTION, PLATE, 
HARD PUNCHES, END LOAD, THE LONGITUDINAL FORCES. 

Ââåäåíèå 

Íà îñíîâå óòî÷íåííûõ óðàâíåíèé òåîðèè ïëàñòèí [ ]1  ñ 

êîýôôèöèåíòàìè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà êîíòàêòíûõ çàäà÷ [ ]2  â 

ðàáîòå [ ]3  ðàññìîòðåíî âçàèìîäåéñòâèå íåãëàäêîé ïëàñòèíû ñî 

ñæèìàþùèìè åå ïëîñêèìè øòàìïàìè. Íà òîðöàõ ïëàñòèíà íàãðóæàåòñÿ 
ñèëàìè, ïîä äåéñòâèåì êîòîðûõ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà íà÷èíàåòñÿ 
ïðîõîæäåíèå åå ìåæäó øòàìïàìè. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî â îáëàñòè 
êîíòàêòà ïëàñòèíû è øòàìïîâ â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî 
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ó÷àñòêè ñöåïëåíèÿ, ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì è îòñòàâàíèÿ, à òàêæå 
íàéäåíû îáëàñòè çíà÷åíèé òîðöåâûõ íàãðóçîê, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî 
òîëüêî ñöåïëåíèå ïî âñåé îáëàñòè êîíòàêòà, òîëüêî ïðîñêàëüçûâàíèå ñ 

òðåíèåì ïî âñåé îáëàñòè êîíòàêòà è ïîëíîå îòñòàâàíèå. Â ðàáîòå [ ]4  

èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê ñìåíû ñîñòîÿíèé ñöåïëåíèÿ è 
ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì â îáëàñòè êîíòàêòà è õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ 
êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé îò çíà÷åíèé ñèììåòðè÷íî ïðèëîæåííûõ 

òîðöåâûõ íàãðóçîê. Íàñòîÿùÿÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [ ]3,4 . 

Çäåñü ýòè èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû äëÿ íåñèììåòðè÷íî ïðèëîæåííûõ 
òîðöåâûõ íàãðóçîê, îò äåéñòâèÿ êîòîðûõ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà ïî âñåé 
îáëàñòè êîíòàêòà èñ÷åçàþò îáëàñòè ñöåïëåíèÿ è íà÷èíàåòñÿ ïðîöåññ 
ïðîòÿãèâàíèÿ ïëàñòèíû ìåæäó øòàìïàìè. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ïðîõîæäåíèÿ íåãëàäêîé ïëàñòèíû òîëùèíû 

h  è øèðèíû 2l  ìåæäó ïëîñêèìè øòàìïàìè øèðèíû 2 øa  ( )<øa l  ïîä 

äåéñòâèåì ïðîäîëüíîé íàãðóçêè, ãëàâíûé âåêòîð êîòîðîé −P  íà ëåâîì 

òîðöå è +P  – íà ïðàâîì (ðèñ. 1). Ïëàñòèíà ðàáîòàåò â óñëîâèÿõ ïëîñêîé 

äåôîðìàöèè, øòàìïàì çàäàåòñÿ ïîñòóïàòåëüíîå ïåðåìåùåíèå ±W . Ïðîöåññ 
ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò èñòîðèè íàãðóæåíèÿ ïëàñòèíû â ïëîñêîñòè 

( )+ −ɶ ɶ,P P  [ ]3 : ìîæíî íà÷èíàòü ñ ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè ±P , êîãäà ≤0W , à 

ìîæíî íà÷èíàòü ñ çàæàòèÿ ïëàñòèíû øòàìïàìè. Èññëåäóåòñÿ 
íåñèììåòðè÷íûé ïðîöåññ, êîòîðûé òîæå, êàê è ïðè ñèììåòðè÷íîì 

ïðîöåññå [ ]4 , íà÷èíàåòñÿ ñ îáæàòèÿ øòàìïàìè áåç òîðöåâûõ íàãðóçîê, à 

çàòåì ïðèêëàäûâàþòñÿ, ðàâíîìåðíî óâåëè÷èâàþùèåñÿ âî âðåìåíè îò íóëÿ, 

ñèëû ±P  (òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ ñîâïàäàþò ñ îñÿìè ±ɶP  [ ]3 ).  

  
Ðèñóíîê – 1. 
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Â íà÷àëå ïðîöåññà ( )± =0P , êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ êîíòàêòíûõ 

âçàèìîäåéñòâèé ïðè ñöåïëåíèè ïî âñåé îáëàñòè êîíòàêòà 2a  (øèðèíà 

îáëàñòè êîíòàêòà, íåñìîòðÿ íà ñêðóãëåíèå øòàìïà, ïðèáëèçèòåëüíî 

ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé øèðèíå øòàìïà =2 2 øa a ), èìååòñÿ òåíäåíöèÿ 

ñîõðàíåíèÿ òðåõ îáëàñòåé: ïðè ∗− ≤ < 1a x x  – ïðîñêàëüçûâàíèå âëåâî, ïðè 

∗ ∗≤ <1 2x x x  – ñöåïëåíèå, ∗ < ≤2x x a  – ïðîñêàëüçûâàíèå âïðàâî. Çàäà÷à 

ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè çàâèñèìîñòåé ìåæäó ïîëîæåíèåì ãðàíèö îáëàñòåé 

ñöåïëåíèÿ è ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì ( ∗
1x  – êîîðäèíàòà ãðàíèöû 

îáëàñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ âëåâî ñ îáëàñòüþ ñöåïëåíèÿ, ∗
2x  – êîîðäèíàòà 

ãðàíèöû îáëàñòè ñöåïëåíèÿ ñ îáëàñòüþ ïðîñêàëüçûâàíèÿ âïðàâî), à òàêæå 
ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðà ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 

( τ ( )q x  – êàñàòåëüíîãî êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ( )nq x  – íîðìàëüíîãî 

êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ), îò âåëè÷èíû ïðèêëàäûâàåìûõ òîðöåâûõ 

íàãðóçîê ±P .  

Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ 

Â ðàáîòå [ ]3  îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíîãî τ ( )q x  è íîðìàëüíîãî ( )nq x  

êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé áûëè ïîëó÷åíû ðàçðåøàþùèå 
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà äëÿ îáëàñòè ñöåïëåíèÿ è 
âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ îáëàñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì. Äëÿ 
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñ ó÷åòîì  

– êðàåâûõ óñëîâèé íà òîðöàõ, íàêëàäûâàåìûõ íà ïðîäîëüíûå óñèëèÿ â 

îáëàñòÿõ ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì 1TN , 2TN : 

 
−

− = − = −1 1( )T T

P
N N a

h
, 

+
+ = =2 2 ( )T T

P
N N a

h
;  (1) 

– óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ ïðîäîëüíûõ óñèëèé 1TN , 2TN , cN  íà ãðàíèöàõ 

îáëàñòåé ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì è ñöåïëåíèÿ ∗
1x , ∗

2x :  

 + ∗ ∗ −= − = + =1 1 1 1( 0) ( 0)T T cN N x N x N , − ∗ ∗ += + = − =2 2 2 2( 0) ( 0)T T cN N x N x N ; (2) 

– äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè êàñàòåëüíîãî êîíòàêòíîãî 
âçàèìîäåéñòâèÿ íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì è 

ñöåïëåíèÿ ∗
1x , ∗

2x : 

 τ τ τ
− ∗ ∗= − = +1 1( 0) ( 0)q q x q x , τ τ τ

+ ∗ ∗= − = +2 2( 0) ( 0)q q x q x ,  (3) 

ðåøåíèÿ ýòèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìåþò âèä: 

– â îáëàñòè ñöåïëåíèÿ ∗ ∗≤ <1 2x x x :  
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 (4) 

– â îáëàñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì âëåâî ∗− ≤ < 1a x x : 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

τ

τ

τ

ν ν
ν

ν ν ν
ν

− − + − − +

− − + − − +

     
= − ⋅ Φ − − − + ⋅ Φ − −     

     


= −

 − Λ     
 = + − ⋅ Φ − − − + ⋅ Φ − −    Λ     

2 1 1 1 1 1

1
4 1 1 3 1 1

31

2
1 , 1 , ,

4 4

1
,

1
1 , 1 , .

4 4

n

GW
q x N x e e P x e e

G W G Wh

q x q x
f

W
V x u x N x e e P x e e

f G W G Wh

 (5) 

– â îáëàñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì âïðàâî ∗ < ≤2x x a : 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

τ

τ

τ

ν ν
ν

ν ν ν
ν

+ + − + + −

+ + − + + −

     
= − ⋅ Φ − − − ⋅ Φ −     

     


=

 − Λ     
 = + − ⋅ Φ − − + ⋅ Φ −    Λ     

1 2 2 2 2 2

1
3 2 2 4 2 2

31

2
1 , 1 , ,

4 4

1
,

1
1 , 1 , .

4 4

n

GW
q x P x e e N x e e

G Wh G W

q x q x
f

W
V x u x P x e e N x e e

f G Wh G W

 (6) 

Çäåñü: 
∗

± ±
= 1

1 ,
2

a x
e  

∗
± ±
= 2

2 ,
2

a x
e

∗ ∗
± ±
= 2 1 ,

2

x x
e  τu – êàñàòåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê 

ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòåé ïëàñòèíû, G , ν  - ìîäóëü ñäâèãà è êîýôôèöèåíò 

Ïóàññîíà ìàòåðèàëà, f  – êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ, Λ =1 0,0025 , 

Λ =31 0,115  – êîýôôèöèåíòû óòî÷íåííîé òåîðèè ïëàñòèí, ñîîòâåòñòâóþùèå 

ðàññìàòðèâàåìîìó êëàññó çàäà÷ [ ]2 , âûðàæåíèÿ ôóíêöèé ( )ϕ 1 x , ( )ϕ 2 x , 

( )Ψ11 x , ( )Ψ22 x , ( )Ψ31 x , ( )Ψ32 x , ( )Φ1 x , ( )Φ2 x , ( )Φ3 x , ( )Φ4 x  ïðèâåäåíû â 

ðàáîòå [ ]4 . 
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Òàêèì îáðàçîì, â íà÷àëå íåñèììåòðè÷íîãî ïðîöåññà â îáùåì ðåøåíèè 

(4) – (6) ñîäåðæèòñÿ øåñòü êîíñòàíò τ
±,q  ±,N ∗

1,x  ∗
2x . Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ 

èìååòñÿ øåñòü óñëîâèé:  

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

τ τ τ τ
− ∗ + ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

 = − = +



− = + − = +


− = + − = +

1 2

1 1 2 2

1 2 2 2

0 , 0 ,

0 0 , 0 0 ,

0 0 , 0 0 .n n n n

q q x q q x

V x V x V x V x

q x q x q x q x

  (7) 

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà (7) ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî êîíñòàíò τ
±,q  ±N . 

Èñêëþ÷àÿ èõ èç ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé (7), ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ ÷åòûðåõ 

ïðèäåì ê ñèñòåìå äâóõ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ∗
1,x  ∗

2x  

âèäà: 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

∗ ∗ − ∗ ∗ + ∗ ∗

∗ ∗ − ∗ ∗ + ∗ ∗

 + + =


+ + =

11 1 2 12 1 2 13 1 2

21 1 2 22 1 2 23 1 2

, , , 0,

, , , 0,

F x x P F x x P F x x

F x x P F x x P F x x
 (8) 

ãäå ôóíêöèè ( )∗ ∗
1 2,i jF x x  âû÷èñëÿþòñÿ, ñîãëàñíî óêàçàííîìó àëãîðèòìó 

ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé (8), èç ôîðìóë (4) – (7). 
Ïðîáëåìà âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8) 

íàñòîÿùåé çàäà÷è óïðîùàåòñÿ òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ, äëÿ 

íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ êîòîðîãî + −= =0P P  ðåøåíèå ∗ ∗
∗=− =2 1x x x óæå 

èçâåñòíî[ ]4 . Ýòî ðåøåíèå è ìîæíî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî 

ïðèáëèæåíèÿ ïðè ìàëûõ ±P . Äëÿ ïîñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ±P , â êà÷åñòâå 

íà÷àëüíîãî, åñòåñòâåííî ïðèíèìàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (8) äëÿ ïðåäûäóùèõ 

çíà÷åíèé ±P . Ðåøåíèå ñèñòåìû (8) ïðè ν =0,45 , =0,4f , =2a  ïðè + =0P  è 
−P , âîçðàñòàþùèì îò íóëÿ, ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 2. Ïîêà −P  èçìåíÿåòñÿ 

â ïðåäåëàõ 
−−
∗≤ < ≈0 3,8

2 2

PP

G Wh G Wh
, èìååì â îáëàñòè êîíòàêòà òðè 

ó÷àñòêà. Сîîòâåòñòâóþùèå êîíòàêòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ çíà÷åíèé 
−

≈0; 1,8
2

P

G Wh
 ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 4–à, 4–á. 

Êàê âèäíî, â îêðåñòíîñòè ãðàíèö ó÷àñòêîâ ñöåïëåíèÿ – 
ïðîñêàëüçûâàíèÿ íàáëþäàåòñÿ òåíäåíöèÿ ê îáðàçîâàíèþ ðàçðûâà â 
êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ. Â ïîñòàíîâêå òåîðèè óïðóãîñòè â ýòèõ 

òî÷êàõ ôóíêöèè τ ( )q x , ( )nq x  èìåþò îñîáåííîñòü [ ]5 è äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ 

ïðîöåññà íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèé: 

 
ε

τ τ
ε ε

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

+

− −

= =∫ ∫ ∫( ) ( ) ( )
x x x

n

x x x

q x dx q x dx f q x dx . 



«Ñó÷àñí³ ïðîáëåìè ìåòàëóðã³¿», ¹ 15 – 2012 

ISSN 1991-7848  19 

Â ïîñòàíîâêå óòî÷íåííîé òåîðèè ïëàñòèí, ïðèåìëåìîé äëÿ êîíòàêòíûõ 
çàäà÷, â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå èìååò ìåñòî ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà è, 
ïîýòîìó ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññà, èíòåãðàëüíûå óñëîâèÿ ïðèáëèæåííî 
çàìåíÿþòñÿ ëîêàëüíûìè 

 τ τ∗ ∗ ∗+ = − = −( 0) ( 0) ( 0)nq x q x f q x .  

 
Ðèñóíîê – 2.      Ðèñóíîê – 3. 

Äëÿ âàðèàíòà, êîãäà − =0P , à +P  óâåëè÷èâàåòñÿ îò íóëÿ, ðåøåíèå 

ñèñòåìû (8) ïðè ν =0,45 ; =0,4f  и =2a  ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå 3. Ïðè 

ýòîì òàêæå ïîêà +P  èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 
++
∗≤ < ≈0 4,02

2 2

PP

G Wh G Wh
, â 

îáëàñòè êîíòàêòà èìååòñÿ òðè ó÷àñòêà. Ñîîòâåòñòâóþùèå êîíòàêòíûå 
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âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè çíà÷åíèÿõ 
+

≈0; 2,03
2

P

G Wh
 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 

5 – à, 5 – á ñîîòâåòñòâåííî. 

Êîãäà ñèëû 
±

P  äîñòèãàþò çíà÷åíèé ± ±
∗=P P , îñòàåòñÿ äâà ó÷àñòêà â 

îáëàñòè êîíòàêòà ñ îäíîé òî÷êîé ñìåíû ñîñòîÿíèé ∗= 2x x . Äëÿ ïðîöåññà 

âûòàëêèâàíèÿ ïëàñòèíû èç ïðîìåæóòêà ìåæäó øòàìïàìè ( )+ = 0P  íàõîäèì 

∗= =2 1,1x x . Äëÿ ïðîöåññà âûòàñêèâàíèÿ ïëàñòèíû èç ïðîìåæóòêà ìåæäó 

øòàìïàìè ( )− = 0P  ïîëó÷àåì ∗= = −2 1,4x x . Çäåñü êîíñòàíòà −N  óæå 

îïðåäåëåíà 
−

− =
P

N
h

, à óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè îáîáùåííîãî ïåðåìåùåíèÿ 

( )V x  íà ëåâîì êîíöå îáëàñòè ñöåïëåíèÿ ñëåäóåò çàìåíèòü óñëîâèåì: 

( )− = 0.nq a  Òåïåðü îáùåå ðåøåíèå ñèñòåì (4), (6) ïðèíèìàåò, ñîîòâåòñòâåííî 

îáëàñòÿì, âèä: 

– â îáëàñòè ñöåïëåíèÿ ∗− ≤ ≤ 2a x x :  

 

( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

1 2 2 1 2 2 2

1 2 1 2

2 2 2 1 2 2 2

2 2 2 2

12 2 2 1

, ,8
( )

2 1 2( ) 4 ( )

, ,
,

2 ( ) 4 ( )

2 ,
4 1

( )
1 2

n

x e e x e eq q P GW
q x N

he e

x e e x e eq q P
N

he e

P
q q x e e N

hGW
q x

τ τ
τ

τ τ

τ τ

ϕ σ ϕν
νϕ ϕ

ϕ σ ϕ

ϕ ϕ

ν σ
ν

ν

− + − ++ − −
+

+ +

− + − ++ − −
+

+ +

−
+ − − + +

′ + ⋅ + −
= ⋅ − − + + −′ ′⋅ 

′ + ⋅ + +
+ ⋅ − + ′ ′⋅ 


+ Ψ + + +− = −

−

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

21 2 2

2

1 2 2

11 2 2 1 22 2 2

2

1 1 2

32 2 2 1 31 2 2

1 2 2

31

,

2 1 ( )

8
2 , ,

1 2

2 1 ( )

2 , ,
4

( )
1 ( )

2

x e e

e

P GW
q q x e e N x e e

h

e

P
q q x e e N x e e

hG
V x

e

q q x

τ τ

τ τ

τ τ

σ ν ϕ

ν
ν σ

ν

σ ν ϕ

σ

ν ϕ

− +

+

−
+ − − + + − +

+

−
+ − − + + − +

+

+ −

 
Ψ + 

  −
′−

  
− Ψ + + − + Ψ +  −  −

′−

 ′+ Ψ + − + Ψ + 
 =− −

− Λ ′

′− Ψ

−
( ) ( )2 2 1 32 2 2

1 2

8
, ,

1 2
;

( )

P GW
e e N x e e

h

e

ν
σ

ν

ϕ

−
− + + − +

+


























  + − − + Ψ +  − 
′

 (9) 

 – â îáëàñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ òðåíèåì âïðàâî ∗ ≤ ≤2x x a :  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 2 2 2

1

3 2 2 4 2 2

31

2
1 , 1 , ,

4 4

1
,

1
1 , 1 , .

4 4

n

GW
q x P x e e N x e e

GWh GW

q x q x
f

W
V x u x P x e e N x e e

f GWh GW

τ

τ

τ

ν ν
ν

ν ν ν
ν

+ + − + + −

+ + − + + −

     
= − ⋅Φ − − − ⋅Φ −     

     


=

  − Λ     = + − ⋅Φ − − + ⋅Φ −    Λ     

  (10) 



«Ñó÷àñí³ ïðîáëåìè ìåòàëóðã³¿», ¹ 15 – 2012 

ISSN 1991-7848  21 

Â âûðàæåíèÿõ (9), (10) ñîäåðæèòñÿ ÷åòûðå íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû: 

τ
± ,q  +,N  ∗

2x , äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ èìåþòñÿ ÷åòûðå óñëîâèÿ: òðè 

óñëîâèÿ èç ñèñòåìû (7) íà ïðàâîì êîíöå îáëàñòè ñöåïëåíèÿ è óñëîâèå 
ðàâåíñòâà íóëþ íîðìàëüíîãî êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà ëåâîì êîíöå 
øòàìïà  

 

( )
( ) ( )
( )

( ) ( )

2

2 2

2 2

0 ,

0 0 ,

0,

0 0 .

n

n n

q q x

V x V x

q a

q x q x

τ τ
+ ∗

∗ ∗

∗ ∗

 = +

 − = +


− =


− = +

 (11) 

Èñêëþ÷àÿ èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (11) ñ ïîìîùüþ 

ïðåäûäóùèõ óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû τ
± ,q  +N , 

âõîäÿùèå ëèíåéíî, ïîëó÷àåì îäíî òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå 

îòíîñèòåëüíî ∗
2x  âèäà 

 ( ) ( ) ( )∗ − ∗ + ∗+ + =1 2 2 2 3 2 0F x P F x P F x , (12) 

ãäå ôóíêöèè ( )∗
2iF x , àíàëîãè÷íî ôóíêöèÿì ( )∗ ∗

1 2,i jF x x ñèñòåìû (8), 

âû÷èñëÿþòñÿ ïî àëãîðèòìó ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèÿ (12). 

Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè òîðöåâûõ íàãðóçîê ±P  â çàâèñèìîñòè îò 

çíà÷åíèé ν  è f  ïðîöåññ ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ ïî-ðàçíîìó. Ïðè 

ðàññìàòðèâàåìîì çíà÷åíèè ν =0,45 ; =0,4f  è =2a  â îáëàñòè ñöåïëåíèÿ 

òåíäåíöèè ê ïðîñêàëüçûâàíèþ íå íàáëþäàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè 

äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ñèë ±P  îñòàåòñÿ òîëüêî äâå îáëàñòè ñ îäíîé 

òî÷êîé ñìåíû ñîñòîÿíèé ∗
2x , îïðåäåëÿåìîé èç óðàâíåíèÿ (12). Åãî ðåøåíèå 

ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 2, êîãäà + =0,P  ( ) ( )− −
∗∗≤ < ≈0 2 2 63,6P G Wh P G Wh  

è íà ðèñóíêå 3, êîãäà − =0,P  ( ) ( )+ +
∗∗≤ < ≈0 2 2 4,15P G Wh P G Wh .  

Ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé ïðè âûòàëêèâàíèè 

( )+ =0P  è ( ) ( )− −
∗= ≈2 2 3,8P G Wh P G Wh ; ( )− ≈2 35,6P G Wh  ïðèâåäåíî 

íà ðèñóíêàõ 4–â, 4–ã. à ïðè âûòàñêèâàíèè ( )− =0P  è 

( ) ( )+ +
∗= ≈2 2 4,02P G Wh P G Wh ; ( )+ ≈2 4,09P G Wh  – íà ðèñóíêàõ 5–â, 

5–ã ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè çíà÷åíèÿõ ( )−
∗∗ ≈2 63,6P G Wh  è ( )+

∗∗ ≈2 4,15P G Wh  

èñ÷åçàåò îáëàñòü ñöåïëåíèÿ. Ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé 
ïðè ýòîì ïîêàçàíî íà ðèñóíêàõ 4–ä è 5–ä ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì 

îêàçàëîñü, τ − =( ) 0,q a  ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ãðàíèöåé îáëàñòè ïîëíîãî 

ïðîñêàëüçûâàíèÿ. 
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Ðèñóíîê – 4. 
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Âûâîäû 

Áûëè ðàññìîòðåíû äâà íåñèììåòðè÷íûõ ïðîöåññà. 
Ïðè äåéñòâèè âûòàëêèâàþùåé ñèëû â ïåðâóþ î÷åðåäü, óìåíüøàåòñÿ 

îáëàñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñëåâà äî ïîëíîãî èñ÷åçíîâåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê 
îáëàñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñïðàâà ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ. Ïîòîì 
íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ îáëàñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñïðàâà äî íàñòóïëåíèÿ 
ñîñòîÿíèÿ ïîëíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ âïðàâî. 

Ïðè äåéñòâèè âûòàñêèâàþùåé ñèëû â ïåðâóþ î÷åðåäü, òàêæå èñ÷åçàåò 
îáëàñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñëåâà, íî îäíîâðåìåííî óâåëè÷èâàåòñÿ è îáëàñòü 
ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñïðàâà, òî åñòü, îáëàñòü ñöåïëåíèÿ êàê áû ñìåùàåòñÿ 
âëåâî, îäíîâðåìåííî óìåíüøàÿñü. Çàòåì îáëàñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñëåâà 
èñ÷åçàåò è îñòàåòñÿ äâå îáëàñòè. Ïîòîì íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ îáëàñòü 
ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñïðàâà è íàñòóïàåò ñîñòîÿíèå ïîëíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ. 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ âûòàñêèâàíèÿ ïëàñòèíû òðåáóåòñÿ ñèëà 

ìåíüøàÿ, ÷åì äëÿ âûòàëêèâàíèÿ (ïðè ïàðàìåòðàõ: ν =0,45 ; =0,4f ; =2a ) 

â 14 ðàç.  
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